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Predslov

Mila citatelka, mily citatel,

do rik alebo na obrazovku sa Ti dostava maly uc¢ebny text z oblasti mnozin, ktory
vznikol v ramci projektu Nauc¢ sa matiku. Text je ur¢eny priméarne pre ziakov a studentov
strednych skol alebo 1. ro¢nika vysokych skol, ale tiez pre kazdého, kto si chce ucelit alebo
zopakovat znalosti zédkladnej tedrie mnozin.

Cely dokument je rozdeleny do siedmich kapitol (¢islovanych 1 az 7), ktoré su v istych
pripadoch rozdelené do podkapitol (napriklad 1.1, 1.2, 1.3). V pripade, Ze je nejaka
podkapitola mierne pokrocila a ur¢ena skor pre vysokoskolakov, je oznacend hviezdickou
v zétvorkach pred jej ndzvom, takto: (*). DalSie Casti, ktoré sii uréené pre vysokoskolakov
si oznacené: Dokaz. Ak si eSte na strednej, potesis ma, ked si precitas aj tieto pokrocilé
casti, ale ak niecomu z toho fakt nebudes rozumiet, netrap sa a kludne to preskoc¢. Ak
si na vyske alebo sa v budicnosti planujes venovat matematike, mas zdkazané preskocit
¢okolvek! (Srandujem, ale zroveti to myslim vaZne — je to pre Tvoje dobro () .)

Moj ciel bol nelahky:

» spisat text matematicky presne, ale zaroven tak jednoducho, ako sa len da, aby bol

pochopitelny aj pre Teba, ak mas s matematikou problémy;

« nevynechat ni¢ délezité, ale zaroveti byt struény, aby som Ta nezahltil;
» vybrat menej tradi¢né alebo dokonca vtipné priklady a neposobit pri tom hliapo.

Nakolko sa mi to podarilo, posudis uz Ty. Otazky a akakolvek spatna vazba, ¢i uz poda-
kovanie, vyhrazky, oprava chyb, konstruktivna kritika, navrhy na zlepsenie, alebo pozvanie
na pivo su vitané. Kontakt na mna najdes na mojom webe http://www.naucsamatiku.
com. Pri pisani tohto textu som sa dobre bavil (4no, je to so mnou az tak zlé), preto pevne
verim, ze sa Ti z neho bude dobre ucit. Drzim Ti palce.

Valdemar

P.S. pre vyucujtcich: dufam, ze Vas neurazilo pociato¢né tykanie. V texte bola v istych
pripadoch definicia pojmu zjednodusena na tkor presnosti. Tento krok, aj ked znacne
nematematicky, autor povazuje za dolezity, ak maji aj menej zdatni ¢itatelia ziskat akési
zakladné pochopenie. Pre tplnost je kazda definicia formalizovana neskor. Verim, ze
budete mat pochopenie pre moje obc¢asné zjednodusenia a zarty.
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Licencia a pravo na pouzitie

Cely dokument je k dispozicii tiplne zdarma pod licenciou Creative Commons [6]. Nikomu
a nikdy by ste zan preto nemali platif. Text a jeho casti mdzete lubovolne pouzivat
pre nekomercné Ucely, sirit v akejkolvek podobe s odkazom na autora a tiez Iubovolne
upravovat a menif za podmienok, zZe uvediete citaciu povodného autora, vykonané zmeny a
vysledné dielo budete volne zdielat pod rovnakou licenciou. Ak mate pocit, ze podmienky
boli porusené, prosim, kontaktujte ma.
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Kapitola 1: Uvod
() Vyklad k tejto Kapitole najdes vo videu Uvod [1], ¢as 0:00-2:45.

1.1 Co je to mnozina?

Definicia 1.1. MnoZina je skupina prvkov, ktoré majt nejakt vlastnost alebo spliiajt
nejaku spolo¢ni podmienku.

Priklad 1.2. Prikladom je mnozina zvierat [7] alebo mnozina ¢isel od 1 do 5.

Znacenie 1.3. Mnozinu obvykle znac¢ime velkym pismenom abecedy. Prvky mnoziny
zapisujeme do mnoZinovych zdatvoriek. Toto je lava: { a toto pravd mnoZinova zatvorka: }.

Priklad 1.4. Z = {Zaba, sova, pavik, slimék} je mnozina s ,menom* Z, ktord obsahuje
prvky ,zaba“, ,sova“, ,pavik® a ,slimak®.

Tvrdenie 1.5. MnozZinu mozZeme zadat slovnym popisom, napriklad nejakou podmienkou,
ktoru splnaju vsetky proky mnoziny.

Priklad 1.6. A je mnozina vsetkych Tudi, ktori byvaji na Slovensku. Podmienkou v tomto
pripade je, ze Iudia z danej mnoziny byvaji na Slovensku.

Priklad 1.7. B je mnozina celych cisel mensich ako 10. Podmienkou v tomto pripade je,
Ze Cisla z danej mnoziny st mensie ako 10.

Tvrdenie 1.8. Mnozinu méozZeme zadat vymenovanim prvkov.
Priklad 1.9. R = {ja, tato, mama, sestra}.

Poznamka. Ak by sme chceli vyzeraf velmi mudro, predoslé Tvrdenie 1.8 moézeme
preformulovat a povedat, Ze ,mnozina je svojimi prvkami jednoznac¢ne urcéena“. To
prakticky znamena, zZe:

a) akykolvek zoznam prvkov, ktory si vypiSeme, zaddva mnozinu;

b) na to, aby sme zadali mnozinu, nepotrebujeme nic¢ iné, ako vypisat jej prvky.
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1.2 Prazdna mnozina

Definicia 1.10. Prdzdna mnoZina je mnozina, ktorda nema ziadny prvok.
Znacenie 1.11. Prazdnu mnozinu zna¢i symbol () alebo prazdne mnozinové zatvorky: {}.
Priklad 1.12. () je mnozina vSetkych Iudi, ktorf leteli do vesmiru v roku 1614.

Poznamka. Pri znaceni prazdnej mnoziny je dolezité nemiesat zépisy () a {}. Treba si
zvolit len jeden z nich. Napriklad zépis {(} totiz znac¢i mnozinu, ktord nie je prazdna, ale
obsahuje jediny prvok, a to prazdnu mnozinu. Toto uz vyzera ako nejaka matematicka
magia, ale staci sa na to divat takto: mnozinové zatvorky znacia mnozinu a to, ¢o je medzi
nimi, su prvky danej mnoziny.

1.3 Prvky mnoziny

Znacenie 1.13. Ak prvok patri do mnoziny, pouzivame symbol €. Zapis x € A hovori,
ze prvok x patri do mnoziny A. Ak prvok nepatri do mnoziny, pouzivame symbol &.

Priklad 1.14. zaba € Z; vlk € Z, kde mnozina Z je definovana v Priklade 1.4.
Priklad 1.15. 1 € {1,2,3}; 7 ¢ {1,2,3}.

Priklad 1.16. 1 ¢ 0; 0 € {0}.

Priklad 1.17. System of a Down € K, kde K je mnozina autorovych oblibenych kapiel.
Poznamka. (@) Dalsie priklady ndjdes vo videu Mnozinovy kalkul [5], ¢as 0:47-2:06.
Tvrdenie 1.18. V mnoZindch neuvazujeme (ignorujeme) duplicitné proky.

Priklad 1.19. Mnoziny {Zaba, sova, pavik, slimdk} a {zaba, zaba, zaba, sova, sova,
pavuk, slimdk, slimék} povazujeme za rovnaké.

Tvrdenie 1.20. V mnoZindach nezdleZi na poradi prvkow.
Priklad 1.21. Mnoziny {zaba, sova, pavik, slimak} a {sova, zaba, pavik, slimak}

povazujeme za rovnaké.

1.4 Kardinalita (velkost) mnoziny

Definicia 1.22. Kardinalita (velkost) mnoziny je pocet jej prvkov.
Znacenie 1.23. Kardinalitu mnoziny znac¢ime medzi dve zvislé ¢iary.
Priklad 1.24. |Z| =4, kde Z je definovand v Priklade 1.4.

Priklad 1.25. |{a,b,c}| = 3.

Priklad 1.26. || = 0.

Priklad 1.27. |S| =1, kde S = {Barbora} je mnozZina autorovych stirodencov.
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Kapitola 2: Vztahy medzi mnozinami

() Vyklad k tejto Kapitole najdes vo videu Uvod [1], ¢as 2:45-5:00.

2.1 Vztah rovnosti

Definicia 2.1. Mnozina A je rovnd mnozine B, prave ked plati, Ze obe mnoziny maju
rovnaké prvky (a ziadna z mnozin nemé nejaky prvok navyse oproti tej druhej).

Znacenie 2.2. Vzfah rovnosti mnozin znac¢ime klasicky symbolom =.
Priklad 2.3. {1,2,3} ={1,2,3}.
Priklad 2.4. 0 =0 = {}; 0 # {0}.

Poznamka. Pripomenme si Tvrdenia 1.18 a 1.20. V mnozinach nezalezi na duplicitnych
prvkoch ani na poradi prvkov.

Priklad 2.5. {Zaba, sova, pavik, slimdk} = {Zaba, zaba, zaba, sova, sova, pavik, slimak}.
Priklad 2.6. {Zaba, sova, pavik, slimék} = {sova, zaba, pavik, slimdk}.
Poznamka. Rovnost mnozin formalne definujeme nasledovne:

A=DB <5 Vo: (r € A < z € B).

Citame: ,Mnozina A je rovnd mnozine B, prave ked pre kazdé x plati: = je prvkom
mnoziny A, prave ked x je prvkom mnoziny B.“

Priklad 2.7. {1,2,2,4,5,8,8,9,9,9} = {5,2,8,4,9,1} # {5,2,8,4,9, 2}.

Poznamka. Viac prikladov na rovnost mnozin uz snad nie je treba. Konkrétne priklady
ale nie si vsetko. My matematici casto hladame nejaké vlastnosti, ktoré globalne popisuju
nejaky jav. Skisme teraz najst nejaki takiu vlastnost rovnosti mnozin, ktora hovori nieco
velmi vSseobecné, ale zaroven sa da aplikovat na hocijaky konkrétny priklad, aky si zmyslis.

Veta 2.8. KaZdd mnoZina sa rovnd sama sebe. Teda pre lubovolni (aj prazdnu) mnoZinu

A plati: A = A.

Poznamka. Toto je priklad takej vseobecnej vlastnosti. Skis si za A dosadif Tubovolnu
mnozinu, ktord Ti napadne a uvidis, ze vzdy plati: A = A.

Mozno si hovoris, Ze na Teba skusam nejaky matematicky trik. Naco by sme rozmyslali
nad tym, ¢i sa mnozina rovna sama sebe, ved to je predsa jasné, no nie? Avsak, rozmyslat
nad tym ma zmysel. Vyrok ,kazda mnozina sa rovna sama sebe“ je prikladom tvrdenia,
ktoré mozeme vyslovit o rovnosti mnozin. Takéto tvrdenie sa v matematike nazyva veta.

Ked matematik vyslovi nejakt vetu, musi presvedcit ostatnych (v tomto pripade Teba,
Citatela), Ze si ju len tak nevymyslel, ale hovori pravdu, ktort vie zdévodnit. Matematické
zdovodnenie, zZe nejaka veta skutocne plati, nazyvame dokaz.

Ak matematik tvrdi nieco, ¢o je skutocne nad slnko jasné a veri, ze je to zrejmé aj
pre Teba, ¢itatela, napise: ,,Dokaz: Veta je zrejma‘“ a na koniec riadka nakresli Stvorcek,
aby velkolepo ukonc¢il svoju myslienku. Vyskisajme si to. (Ozajstny priklad dokazu si
ukazeme v zavere nasledujicej Podkapitoly 2.2.)

Dokaz. Veta 2.8 je zrejma. O]

- . @080
http://www.naucsamatiku.com ) Valdemar Svabensky A=Y


http://www.naucsamatiku.com

2.2 Vztah inklazie (podmnoziny)

Definicia 2.9. Mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, prave ked plati, ze ak nejaky
prvok patri do mnoziny A, tak patri aj do mnoziny B.

Poznamka. Inak povedané, kazdy prvok mnoziny A musi byt aj prvkom mnoziny B.

Znacenie 2.10. Vztah podmnoziny znac¢ime symbolom C.
Priklad 2.11. {1,2} C {1,2,3}. Vsimni si, ze kazdy prvok prvej mnoziny je aj prvkom
druhej mnoziny.
Priklad 2.12. {a,b,c} C {e,a,a,c,c,d,b}.
Poznamka. Definiciu podmnoziny moézeme formalne zapisat nasledovne:
ACB <& Vo (r€ A = 2€DB).
Citame: ,Mnozina A je podmnozinou mnoziny B, prave ked pre kazdé z plati: ak je =
prvkom mnoziny A, tak je z prvkom mnoziny B.“

Priklad 2.13. Mnozina stvornohych zvierat A = {pes, macka, kon} je podmnozinou
mnoziny zvierat B = {pes, macka, kon, ryba, vtdk}. (R4d sa hrdm s obrazkami.)

Definicia 2.14. Mnozina B je nadmnoZinou mnoziny A, prave ked mnozina A je pod-
mnozinou mnoziny B.

Poznamka. Toto nie je ziadna veda: vzfah podmnoziny proste ¢itame z opacnej strany.
Znacenie 2.15. Vztah nadmnoziny znac¢ime symbolom 2.
Priklad 2.16. {1,2,3} D {1,2}.
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Priklad 2.17. {e,a,a,c,c,d,b} D {a,b,c}.
Priklad 2.18. {pes, macka, kon, ryba, vtdk} O {pes, macka, kon}.
Poznamka. Nadmnoziny st jednoduché. Castejie sa ale stretneme s podmnozinami.

Priklad 2.19. Pozrime sa teraz na mierne chytakovy priklad: je mnozina {5, 2,8} pod-
mnozinou mnoziny {5, 2,8}7 Odpovedou je, ze dno, teda {5,2,8} C {5,2,8}. Tieto dve
mnoziny su si rovné, ale v§imni si, ze zaroven spiﬁajfl definiciu podmnoziny — kazdy prvok
mnoziny vlavo od znaku C je aj prvkom mnoziny vpravo od znaku C.

Poznamka. Rovnost mnozin (pozri Podkapitolu 2.1) mézeme definovat tiez nasledovne:
A=B <5 (ACB)A(BCA).

Citame: ,Mnozina A je rovna mnozine B, prave ked A je podmnozinou mnoziny B a
zaroven B je podmnozinou mnoziny A.*

Definicia 2.20. Mnozina A je vlastnou podmnozinou mnoziny B, prave ked plati, ze A
je podmnozinou B a zaroven A sa nerovna B.

Poznamka. Pojem vlastnej podmnoziny pouzivame, ked chceme ukazat vztah podmno-
ziny, ale zaroven chceme zdoraznif, ze sa dané dve mnoziny nerovnaja.

Znacenie 2.21. Vztah vlastnej podmnoziny znac¢ime symbolom C.

Priklad 2.22. {1,2} C {1,2,3}. Vsimni si, ze kazdy prvok prvej mnoziny je aj v druhej
mnozine a tieto dve mnoziny sa nerovnaju.

Priklad 2.23. {a,b,c} C {e,a,a,c,c,d,b}.
Poznamka. Definiciu vlastnej podmnoziny moézeme formalne zapisat nasledovne:
ACB <& (ACB) A (A#B).

Priklad 2.24. {pes, macka, kon} C {pes, macka, kon, ryba, vtdk}. V tomto priklade (a
predoslych dvoch) sa jednd o podmnozinu a zéroven o vlastni podmnozinu.

Priklad 2.25. {5,2,8} ¢ {5,2,8}. V tomto priklade sa jednd o podmnozinu, ale nie
o vlastni podmnozinu.

Definicia 2.26. Mnozina B je vlastnou nadmnozinou mnoziny A, prave ked plati, ze
mnozina A je vlastnou podmnozinou mnoziny B.

Poznamka. Opéft ziadna veda, len pohlad z druhej strany.
Priklad 2.27. {+,—,-.+} D {+,}.

Uloha pre Teba. Skus si prejst predoslé priklady a postupne pomyselne nahradit
symboly C, C,=,D, D symbolmi <, <, =, >, >, ktoré pouzivame pre porovnavanie cisel.
Vidis nejaka pribuznost?

Poznamka. (@) Dalsie priklady njdes vo videu Mnozinovy kalkul [5], ¢as 2:06-5:42.
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Veta 2.28. Kazdd mnozina je podmnozinou sama seba. Teda pre lubovolni (aj prazdnu)
mnozinu A plati: A C A.

Poznamka. Prva matematicka veta, s ktorou sme sa stretli vyssie, bola Veta 2.8. Ma-
tematické vety sa na hodinidch matematiky obvykle prezentuji ako poucky, napriklad:
,haucte sa naspamat, ze A C A, lebo to plati“. AvSak, vety su vSelico, len nie poucky.

Za prvé, v matematike sa nestaci ucit veci len naspamét. Za druhé, nestaci verif, ze
nieco plati, ale treba sa presvedcit, ze tomu tak skutocne je. Ja Ti mdézem tvrdit, Ze
A C A. Ty mi mozes verif, ale nemusis. Preto je mojou tlohou dokdzat Ti, ze tuto vetu
som si nevycucal z prsta, ale skuto¢ne plati na zaklade niecoho, ¢o sme sa naucili vyssie.
Za tretie, ked pochopis dokaz, preco nejakéa veta plati, lahsie si ju zapamétas. Zrazu sa ju
nebudes musief ucif naspamat, ale budes si ju vediet odvodit.

Podme sa teda vrhnit na dokaz Vety 2.28.

Dokaz. 7 Definicie 2.9 podmnoziny vieme, ze: ,A C B, prave ked plati, ze ak nejaky
prvok patri do mnoziny A, tak patri aj do mnoziny B.“ (V matematickych dokazoch sa
¢asto odkazujeme na predoslé definicie alebo vety).

Chceme dokazat, ze A C A. Dosadme si teda do tejto definicie symbol A vsade tam,
kde je symbol B. Dostavame: A C A, prave ked plati, ze ak nejaky prvok patri do
mnoziny A, tak patri aj do mnoziny A.*“

Toto vyzera zase ako nejaky matematicky trik, ale je jasné, ze ,ak nejaky prvok patri
do mnoziny A, tak patri aj do mnoziny A“. Pouzili sme definiciu, ktort sme sa naucili
vyssie, trocha sme sa s nou pohrali a zrazu sme dospeli k niecomu zrejmému. Toto je casty
postup pri mnohych dékazoch.

Zhrnme si to. Mame: A C A, prave ked plati, Zze ak nejaky prvok patri do mnoziny A,
tak patri aj do mnoziny A.“ Cely tento vyrok povazujeme za pravdivy, pretoze vychadza z
definicie. Tento vyrok je logicka ekvivalencia tvaru ,X, prdve ked plati, Ze Y. Zistili sme,
ze druha cast ekvivalencie (Y), teda ,,...ak nejaky prvok patri do mnoziny A, tak patri aj
do mnoziny A“ je pravdiva. Teda mame: ,A C A, prave ked plati, ze pravdivé tvrdenie.*
Ak je druhé cast ekvivalencie pravdiva a zaroven celd ekvivalencia je pravdiva (pretoZe je
to definicia), tak je pravdiva aj prva ¢ast. Preto je pravda, ze A C A. Tym sme dokézali
Vetu 2.28. Hurd! Difam, ze Ta to velmi neunavilo. A nezabudnime na $tvorcek. O

Veta 2.29. Prdzdna mnozina je podmnoZinou kazZdej mnoziny. Teda pre lubovolni (aj
prdazdnu) mnoZinu A plati: ) C A.

Dokaz. Opét zacneme z Definicie 2.9 podmnoziny. Vieme, ze: ,A C B, prave ked plati, ze
ak nejaky prvok patri do mnoziny A, tak patri aj do mnoziny B.*

Chceme dokdzat, ze ) C A. Dosadme si teda do tejto definicie symbol () vSade tam,
kde je A a symbol A vsade tam, kde je B. Dostadvame: () C A, prave ked plati, Ze ak
nejaky prvok patri do mnoziny (), tak patri aj do mnoziny A.*

Toto je opit logicka ekvivalencia. Preskimajme jej druhu cast, teda: .. ..ak nejaky
prvok patri do mnoziny ), tak patri aj do mnoziny A.“ Toto je pre zmenu logickd implikdcia.
Jej predpoklad je: ,ak nejaky prvok patri do mnoziny (“. KedZe do mnoziny () nepatri
ziadny prvok, predpoklad je nepravdivy. Ak je predpoklad implikdcie nepravdivy, potom
cela implikacia je pravdiva. Teda cela druha cast ekvivalencie je pravdiva. Dostavame:
L0 C A, prave ked plati, ze pravdivé tvrdenie.“ Druhd cast ekvivalencie je pravdiva a
zéroven celd ekvivalencia je pravdivé, preto je pravdiva aj prva cast. Plati, ze ) C A. [
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Veta 2.30. Prdzdna mnoZina je vlastnou podmnoZinou kaZdej neprazdnej mnoziny. Teda
pre lubovolni neprdzdnu mnoZinu A plati: ) C A.

Doékaz. Opat vyjdeme z definicie, tentokrat z Definicie 2.20 vlastnej podmnoziny. Ta
hovori: ,A C B, prave ked plati, Ze A je podmnozinou B a zaroven A sa nerovna B.*
Chceme dokézat, ze ak A # () (A musi byt neprazdna), tak ) C A. Dosadme si teda do
nasej definicie symbol () vSade tam, kde je A a symbol A vSade tam, kde je B. Dostdvame:
L0 C A, prave ked plati, Ze () je podmnozinou A a zdroven () sa nerovnd A.*
Pozrime sa na druhi ¢ast ekvivalencie: ... 0 je podmnoZinou A a zdroven () sa nerovna
A.* Toto je logickd konjunkcia (vSimni si spojku a zdrovern), ktora spaja dva vyroky:

1. 0 je podmnoZinou A (symbolicky: ) C A);
2. ) sa nerovna A (symbolicky: () # A).

Prva ¢ast konjunkcie je vlastne Veta 2.29, o ktorej uz vieme, ze je pravdiva. (V mate-
matike Casto vyuzivame vopred dokdzané vety.) Druha cast konjunkcie je nas predpoklad,
ze A musi byt neprazdna.

Oba vyroky v konjunkcii st pravdivé, teda celd konjunkcia je pravdiva. Teda je pravdiva
druha cast nasej ekvivalencie. Celd ekvivalencia je tiez pravdiva (lebo vychadza z definicie),
takze musi byt pravdiva aj jej prva cast: 0 C A. O

Uloha pre Teba. Neu¢ sa vety uvedené vysSie naspamit ako bésni¢ku, ale skis si
zdovodnif, preco vlastne platia. Prec¢itaj si dokazy skutoc¢ne pomaly a presved¢ sa, ze
chapes kazdé slovo, kym sa posunies dalej.

Okrem toho, obvykle neexistuje len jediny spdsob, ako nieco dokazat. Experimentuj
sdm/sama. Za A si dosad vlastné priklady mnozin.

Kapitola 3: Nekonecné mnoziny

(23) Vyklad k tejto Kapitole najdes vo videu Uvod [1], ¢as 5:00-5:36.
(@) Pre zaujemcov o problematiku je tu pokrocilejsie video Nekoneéné mnoziny [4].

Doteraz sme pracovali len s kone¢nymi mnozinami, teda s takymi, ktoré maji konecny
pocet prvkov.

Definicia 3.1. Nekoneéné mnoziny si mnoziny, ktoré maji nekoneény pocet prvkov.
Priklad 3.2. Medzi dolezité nekonec¢né mnoziny patria:

« N=1{1,2,3,...}: mnozina prirodzenych ¢isel.

e Z=A{...,3,-2,-1,0,1,2,3,...}: mnozina celych ¢isel.

o Q: mnozina racionalnych ¢isel, teda ¢isel, ktoré sa daju zapisat zlomkom s celocisel-
nym ¢itatelom a celo¢iselnym menovatelom, pricom menovatel je nenulovy.

o R: mnozina redlnych ¢isel, teda vsetkych ¢isel, ktoré s hodnotou na ¢iselnej osi.

o C: mnozina komplexnych ¢isel, teda cisel tvaru a + bi, kde a,b € R si1 redlne ¢isla.
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Veta 3.3. MnozZiny z Prikladu 3.2 si vo vztahu vilastnej inklizie: N C Z C Q C R C C.

(vz)o e

Dékaz. Uloha pre Teba. O

Kapitola 4: Matematicky zapis mnozin

(@) Vyklad k tejto Kapitole najdes vo videu Uvod [1], ¢as 5:36-6:33.

Doteraz sme obvykle pracovali s mnozinami zadanymi vymenovanim prvkov. Dost c¢asto
ale mo6zeme medzi prvkami mnoziny zachytit nejaka spolo¢nt vlastnost, ktorit mézeme
zapisat pomocou matematickych symbolov.

Predstav si mnozinu zadant slovnym popisom: A je mnozina vSetkych takych prvkov,
ktoré maji styri nohy (napriklad: pes, macka, stolicka, ...). Ako takito mnozinu zapisat
pomocou matematickych symbolov?

Priklad 4.1. A = {z | x m4 4 nohy}.

Tento zapis ¢itame: , A je mnozina vsetkych takych prvkov x, kde  ma 4 nohy“. Predstav
si, ze za x postupne dosadzujeme rézne prvky a zakazdym rozhodneme, ¢i dany prvok ma
alebo nem4 Styri nohy.

o Za x skusime dosadit ,,pes“. Spytame sa: ,méa pes 4 nohy?* Odpovedou je, zZe ano,
preto pes patri do mnoziny A (pes € A).

o Za x sktsime dosadif ,stolicka“. Spytame sa: ,ma stolicka 4 nohy?“ Odpovedou je,
ze &no, preto stolicka patri do mnoziny A (stolicka € A).

o Za x skusime dosadif ,bublina“. Spytame sa: ,ma bublina 4 nohy?“ Odpovedou je,
Ze nie, preto bublina nepatri do mnoziny A (bublina ¢ A).

Toto moze na prvy pohlad vyzerat trocha komplikovane. Skiisme preto dalsi priklad.

Priklad 4.2. B={n e N |n < 6}.

Tento zapis ¢itame: ,B je mnozina vSetkych takych prvkov n, ktoré patria do mnoziny N
prirodzenych ¢isel, pricom n je mensie ako 6“. Predstav si, ze za n postupne dosadzujeme
rozne prirodzené ¢isla a zakazdym rozhodneme, ¢i dané cislo je alebo nie je mensie ako 6.

o Za n skusime dosadit 1. Spytame sa: ,je 1 mensie ako 67“ Odpovedou je, Ze ano,
preto 1 patri do mnoziny B (1 € B).
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e Za n skusime dosadit 4. Spytame sa: ,je 4 mensie ako 67“ Odpovedou je, Ze ano,
preto 4 patri do mnoziny B (4 € B).

o Za n skusime dosadit 8. Spytame sa: ,je 8 mensie ako 67“ Odpovedou je, zZe nie,
preto 8 nepatri do mnoziny B (8 ¢ B).

Zacina to dévat zmysel? Vieme, ze n musi patrit do mnoziny N = {1,2,3,...}.
Zaroven vieme, ze n < 6. Ak by sme si skusali dosadit rézne n, dospeli by sme
k zaveru, ze vyhovuju jedine ¢isla 1,2, 3,4, 5.

Inak povedané, B = {n € N | n < 6} = {1,2,3,4,5}. Hurd, rozlustili sme tento
yzasifrovany “ matematicky zapis a nasli sme vsetky prvky mnoziny B!

Priklad 4.3. C = {zviera | meno prvku ,zviera“ za¢ina na pismeno p}.

Co teraz? Tato mnozina bude obsahovat ur¢ite mnoho prvkov, ale bude koneéna. Pre
ukdzku: C' = {pédsovec, pelikan, pes, pinka, puma, pyton, ... }.

Priklad 4.4. D ={k € Z | k je parne} = {..., —4,-2,0,2,4,...}.

Znacenie 4.5. Zvisla ¢iara: | sa v stvislosti s mnozinami méoze ¢itat ako ,kde“. Napravo
od tejto ciary nasleduje logickd podmienka, ktora upresnuje zapis nalavo od tejto ciary.

Priklad 4.6. £ = {n € N | n je nasobkom ¢isla 5} = {5,10,15,20,... }.
Priklad 4.7. F'= {p € N| p je prvocislo} = {2,3,5,7,11,... }.
Priklad 4.8. G = {n € N| n? < 10}.

Teraz hladame také prirodzené cisla, ktoré st po umocneni na druhid mensie ako 10.
Postupne umocnujeme prirodzené ¢isla a dostavame mocniny: 1,4,9,16,25,... Mensie
ako 10 st 1, 4 a 9. My ale hladdame pévodné cisla n, ktoré sme umocnovali, aby sme dostali
n?. Vysledkom je teda mnozina obsahujtica ¢isla 1,2,3. Preto G = {1,2,3}.

Kapitola 5: Mnozinové operacie
(@) Vyklad k tejto Kapitole ndjdes vo videu Mnozinové operacie a intervaly [2], ¢as

0:00-6:50.

5.1 Operacia prieniku mnozin

Definicia 5.1. Prienik dvoch mnozin A, B je mnozina, ktora obsahuje len tie prvky,
ktoré su v oboch mnozinach A, B naraz.

Znacenie 5.2. Operaciu prieniku mnozin znac¢ime symbolom N.
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Priklad 5.3. {1,2,3} N {2,3,4,5} = {2,3}.
Priklad 5.4. {Zaba, sova, pavik, slimak} N {ryba, pes, macka, sova} = {sova}.
Priklad 5.5. morské zivocichy N cicavce = {velryby, delfiny, tulene, mroze, ... }.
Poznamka. Prienik mnozin formalne definujeme nasledovne:

ANB:={z |z € ANz € B}.

Citame: ,,Prienik mnozin A, B sa rovna mnozine takych prvkov x, ze = je prvkom mnoziny
A a zaroven x je prvkom mnoziny B.“

Priklad 5.6. {1,2,4,5,8,9} N {5,2,8,4,9,1} = {1,2,4,5,8,9}.

Definicia 5.7. Dve mnoziny A, B su disjunktné, ak ich prienik je prazdna mnozina.
Priklad 5.8. A= {a,b,¢c,d}, B = {x,y} su disjunktné, lebo AN B = .

Veta 5.9. Prienik mnoZin je komutativny. Teda pre dve lubovolné (aj prdzdne) mnoZiny
A, B plati: ANB=BnNA.

Poznamka. Ked sa pozrieme na diagram pri Definicii 5.1 prieniku, intuitivne vidime, ze

tato veta plati. Nezdlezi na tom, z ktorej strany postupujeme, vysledok prieniku je vzdy
zrejme rovnaky. Pri dokaze ale potrebujeme vyjst z definicie.

Doékaz. Vyjdeme z Definicie 5.1 prieniku: ,AN B je mnozina, ktora obsahuje len tie prvky,
ktoré su v oboch mnozinach A, B naraz.* Z druhej strany: ,,B N A je mnozina, ktora
obsahuje len tie prvky, ktoré s v oboch mnozinidch B, A naraz.* Tieto dve mnoziny su
zjavne rovnaké — je jedno, ¢i uvazujeme, ze prvok je naraz v A a B alebov Ba A. [

Veta 5.10. Prienik lubovolnej mnoziny s prazdnou mnozinou je prizdna mnoZina. Teda
pre lubovolni (aj prdzdnu) mnoZinu A plati: ANQ =0,

Doékaz. Vyjdeme z Definicie 5.1 prieniku: ,AN B je mnozina, ktora obsahuje len tie prvky,
ktoré st v oboch mnozindch A, B naraz.“ Chceme zistit, ¢omu sa rovnd A N ). Dosadime
si do naSej definicie symbol () namiesto B. Dostdvame: ,,A N () je mnoZina, ktord obsahuje
len tie prvky, ktoré st v oboch mnozinich A, () naraz.“ Kedze () nemé Ziadny prvok, naraz
v A a v () nemdze byt ni¢, preto vysledkom je prazdna mnozina. O]
Veta 5.11. Prienik mnoZiny samej so sebou je povodnd mnozina. Teda pre lubovolni (aj
prazdnu) mnozinu A plati: AN A= A.

Dokaz. Veta je zrejma. O

Poznamka. Prienik mnozin moézeme zovseobecnif z dvoch na tri, styri, ... mnoziny.
Skusme si ilustrovat, ako by vyzeral prienik troch mnozin.

Definicia 5.12. Prienik troch mnozin A, B, C je mnozina AN B N C, ktora obsahuje
len tie prvky, ktoré s vo vsetkych troch mnozinach A, B, C' naraz.
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5.2 Operacia zjednotenia mnozin

Definicia 5.13. Zjednotenie dvoch mnozin A, B je mnozina, ktora obsahuje vsetky prvky
z oboch mnozin A, B dohromady.

Znacenie 5.14. Operaciu zjednotenia mnozin znac¢ime symbolom U.

Priklad 5.15. {1,2,3} U {2,3,4,5} = {1,2,3,4,5}.

Priklad 5.16. {Zzaba, sova, pavik, slimak} U {ryba, pes, macka, sova} = {Zaba, sova,
pavik, slimdk, ryba, pes, macka}.

Priklad 5.17. Cesko U Slovensko = Ceskoslovensko.

Poznamka. Zjednotenie mnozin formalne definujeme nasledovne:
AUB:={z | x€ AV z € B}.

Citame: ,Zjednotenie mnozin A, B sa rovna mnozine takych prvkov z, Ze = je prvkom
mnoziny A alebo x je prvkom mnoziny B.*“ Pamétaj na to, ze pri logickej disjunkcii moze
prvok x patrit do oboch mnozin A, B zaroven.

Priklad 5.18. {a,b,c,d} U{z,y} = {a,b,c,d, z,y}.
Priklad 5.19. {1,2,4,5,8,9} U {5,2,8,4,9,1} = {1,2,4,5,8,9}.

Veta 5.20. Zjednotenie mnozin je komutativne. Teda pre dve lubovolné (aj prdzdne)
mnoziny A, B plati: AUB = BU A.

Doékaz. Analogicky ako dokaz Vety 5.9. n

Veta 5.21. Ak lubovolnii mnozinu zjednotime s prazdnou mnozinou, vysledkom je péovodnd
mnozina. Teda pre lubovolni (aj prdzdnu) mnoZinu A plati: AU = A,

Dokaz. Vyjdeme z Definicie 5.13 zjednotenia: ,A U B je mnozina, ktora obsahuje vsetky
prvky z oboch mnozin A, B dohromady.“ Chceme zistit, ¢omu sa rovnid A U (). Dosadime
si do nasej definicie symbol () namiesto B. Dostdvame: ,A U () je mnozina, ktord obsahuje
vietky prvky z oboch mnozin A, () dohromady.* KedZze () nem4 Ziadny prvok, k mnozine
A nepridame ni¢, ale jej pévodné prvky tam ostand. Preto vysledkom je mnozina A. [

Veta 5.22. Zjednotenie mnoZiny samej so sebou je povodnda mnozZina. Teda pre lubovolni
(aj prazdnu) mnozZinu A plati: AU A = A.

Dokaz. Veta je zrejma. O]
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Poznamka. Zjednotenie mnozin mozeme zovseobecnit z dvoch na tri, Styri, ... mnoziny.
Skusme si ilustrovat, ako by vyzeralo zjednotenie troch mnozin.

Definicia 5.23. Zjednotenie troch mnozin A, B, C' je mnozina AU B U C, ktora obsahuje
vsetky prvky zo vSetkych troch mnozin A, B, C' dohromady.

5.3 Operacia rozdielu mnozin

Definicia 5.24. Rozdiel dvoch mnozin A, B (v tomto poradi, teda A minus B) je mnozina,
ktora obsahuje len tie prvky, ktoré patria do mnoziny A, ale nepatria do mnoziny B.

Znacenie 5.25. Operaciu rozdielu mnozin zna¢ime symbolom \.

A B

Priklad 5.26. {1,2,3}\{2,3,4,5} = {1}. V opac¢nom poradi {2, 3,4, 5}\{1,2,3} = {4, 5}.

Priklad 5.27. {zaba, sova, pavik, slimak} \ {ryba, pes, macka, sova} = {Zaba, pavik,
slimék}. V opacnom poradi {ryba, pes, macka, sova}\{zaba, sova, pavik, slimdk} = {ryba,
pes, macka}.

Priklad 5.28. Juznd Amerika \ Krajiny s oficidlnym jazykom Spaniel¢ina = {Brazilia,
Guyana, Surinam}.

Poznamka. Rozdiel mnozin formalne definujeme nasledovne:
A\B:={z |z € ANz ¢ B}.

Citame: ,,Rozdiel mnozin A, B sa rovna mnozine takych prvkov z, Ze x je prvkom mnoziny
A a zaroven x nie je prvkom mnoziny B.“

Priklad 5.29. {a,b,c} \ {z,y} = {a,b,c}. V opa¢nom poradi {z,y} \ {a,b,c} = {z,y}.

Priklad 5.30. {1,2,4,5,8,9} \ {5,2,8,4,9,1} = 0. V opa¢nom poradi {5,2,8,4,9,1} \
{1,2,4,5,8,9} = 0.

. . @080
http://www.naucsamatiku.com 14 Valdemar Svabensky A=Y


http://www.naucsamatiku.com

Poznamka. Rozdiel mnozin nie je komutativny. Zalezi v nom na poradi mnozin.

Veta 5.31. Ked od [ubovolnej mnoziny odpocitame prazdnu mnozZinu, vysledkom je povodnd
mnozina. Teda pre lubovolni (aj prdzdnu) mnoZinu A plati: A\ () = A.

Doékaz. Vyjdeme z Definicie 5.24 rozdielu. Predstavime si, ze od prvkov mnoziny A
odoberieme vsetky prvky mnoziny (). To znamen4, Ze od prvkov mnoziny A neodoberieme
ni¢. Preto sa mnozina A nezmeni. O]

Veta 5.32. Rozdiel mnoZiny samej so sebou je prazdna mnozina. Teda pre lubovolni (aj
prazdnu) mnoZinu A plati: A\ A= (.

Dokaz. Predstavime si, ze od prvkov mnoziny A odoberieme vSetky prvky mnoziny A.
To znamend, ze od prvkov mnoziny A odoberieme vsetko. Preto ostane len prazdna
mnozina. O

Poznamka. Rozdiel mnozin mozeme zovSeobecnit z dvoch na tri, Styri, ... mnoziny.
Skusme si ilustrovat, ako by vyzeral rozdiel troch mnozin.

Definicia 5.33. Rozdiel troch mnozin A\ B\ C' je mnozina, ktord obsahuje len tie prvky,
ktoré patria do mnoziny A, ale nepatria do mnoziny B ani do mnoziny C.

5.4 Operacia symetrického rozdielu mnozin

Definicia 5.34. Symetricky rozdiel dvoch mnozin A, B je mnozina, ktora je zjednotenim
rozdielu mnozin A, B s rozdielom mnozin B, A.

Znacenie 5.35. Operaciu symetrického rozdielu mnozin znac¢ime symbolom A.

A B

AAB

Priklad 5.36. {1,2,3} A{2,3,4,5} = {1,4,5}.

Priklad 5.37. {zaba, sova, pavik, slimak} A {ryba, pes, macka, sova} = {zaba, pavik,
slimak, ryba, pes, macka}.
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Priklad 5.38. {a,b,c} A{x,y} ={a,b,c,x,y}.

Poznamka. Symetricky rozdiel mnozin forméalne definujeme nasledovne:
AAB:=(A\B)U(B\A).

Citame: ,Symetricky rozdiel mnozin A, B sa rovné zjednoteniu mnozin A\ B a B\ A.“

Priklad 5.39. {10,11,20,21} A {9,10, 11,12, 13} = {9, 12, 13, 20, 21}.

Priklad 5.40. {1,2,4,5,8,9} A {5,2,8,4,9,1} = 0.

Veta 5.41. Symetricky rozdiel mnoZin je komutativny. Teda pre dve lubovolné (aj prdzdne)
mnoziny A, B plati: AANB = BN\ A.

Veta 5.42. Symetricky rozdiel lubovolnej mnoziny a prizdnej mnoZiny je povodnd mnozZina.
Teda pre lubovolni (aj prdzdnu) mnoZinu A plati: AN = A.

Veta 5.43. Symetricky rozdiel mnoziny samej so sebou je prdzdna mnozina. Teda pre
lubovolni (aj prdzdnu) mnoZinu A plati: AN A = (.

Uloha pre Teba. Urdite si si v§imol/v8imla, Zze pri predoslych troch vetach chybaji
dokazy. Skis na nich popracovat sdm/sama.

5.5 Operacia doplnku mnoziny

Definicia 5.44. Majme nejaki mnozinu U (tzv. univerzum, ,svet®) a jej podmnozinu A.
Potom doplnok mnoziny A vzhladom k mnozine U je mnozina U \ A.

Znadenie 5.45. Doplnok mnoZiny A znac¢ime rozne: A, A®, alebo A’

U

S|

Priklad 5.46. U = {1,2,3,4,5}, A= {1,2,3}, A= {4,5).
Priklad 5.47. U = {Zaba, sova, pavik, slimdk}, A = {sova, slimédk}, A = {Zaba, paviik}.
Priklad 5.48. U = {a,b,c,d}, A = {x,y}, A vzhladom k U neexistuje, lebo A Z U.

Veta 5.49. Prienik mnoziny a jej doplnku je prazdna mnoZina. Teda pre lubovolni (aj
prazdnu) mnoZinu A plati: AN A =1.

Veta 5.50. Zjednotenie mnoziny a jej doplnku je univerzum. Teda pre lubovolni (aj
prazdnu) mnozinu A plati: AUA=U.

Veta 5.51. Doplnok k doplnku je povodnd mnozina. Teda pre lubovolni (aj prazdnu)

mnozinu A plati: (A) = A.

Veta 5.52. Doplnok k univerzu je prdzdna mnoZina. Teda pre univerzum U plati: U = ().
Veta 5.53. Doplnok k prazdnej mnoZine je univerzum. Teda: § = U.

Uloha pre Teba. Skus popracovat na dokazoch predoslych viet.
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5.6 (*) Operacia kartezianskeho siicinu mnozin
Definicia 5.54. Usporiadand dvojica (,par“) (a,b) je definovand mnozinou {{a}, {a,b}}.

Definicia 5.55. Kartezidnsky si¢in mnozin A, B (v tomto poradi) je mnozina vsetkych
takych usporiadanych dvojic (a,b), ze prvy prvok a z kazdej dvojice patri do mnoziny A
a druhy prvok b z kazdej dvojice patri do mnoziny B.

Znacenie 5.56. Kartezidnsky sic¢in mnozin A, B (v tomto poradi) znac¢ime A x B.

Ax B

Priklad 5.57. A= {1,2,3}, B={x,y}, AxB ={(1,2),(1,y),(2,2),(2,v),(3,2),(3,y) }.

Priklad 5.58. A = {7aba, ryba}, B = {pes, macka}, A x B = {(zaba, pes), (ryba, pes),
(Zaba, macka), (ryba, macka)}.

Priklad 5.59. A = {a,b,c,d}, B={e}, Ax B={(a,e),(b,e),(c,e),(d,e)}.
Poznamka. Karteziansky stc¢in mnozin formalne definujeme nasledovne:

Ax B:={(a,b) | a€ ANb € B}.

Citame: . Kartezidnsky st¢in mnozin A, B sa rovnd mnoZine usporiadanych dvojic (a, b
7 b ) )
kde a € A a zaroven b € B.“

Poznamka. Karteziansky sic¢in mnozin nie je komutativny. Zalezi na poradi mnozin.

Veta 5.60. Kartezidnsky sucin nejakej mnoZiny a prdzdnej mnoziny (alebo v opacnom
poradi) je prdazdna mnoZina. Teda pre lubovolni (aj prdzdnu) mnoZinu A plati: A x () =

D xA=10.

Veta 5.61 (Pravidlo suc¢inu). Kardinalita mnoZiny, ktord vznikne po aplikovani operdcie
kartezianskeho sicinu je rovnd sucinu kardinalit jednotlivgch mnoZin. Teda: |A X B| =

Al -1B].

Uloha pre Teba. Zamysli sa, preco platia predoslé dve vety.

5.7 (*) Poten¢na mnozina

Definicia 5.62. Potenéna mnozina mnoziny A je mnozina vSetkych podmnozin mnoziny
A. (To je ale vela slov ,mnozina“ naraz! Skus si to precitat znovu.)

Znadenie 5.63. Poten¢nii mnozinu mnoziny A znaéime 24.

Priklad 5.64. A = {a,b}, 24 = {0, {a}, {b},{a,b}}.
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Priklad 5.65. B = {7aba, ryba}, 28 = {0, {Zaba}, {ryba}, {Zaba, ryba}}.
Poznamka. Potenénii mnozinu mnoziny A forméalne definujeme nasledovne:
24.={B | BC A}.
Citame: ,Poten¢nd mnozina mnoziny A sa rovna mnozine vietkych takych mnozin B, Ze
B je podmnozinou mnoziny A.“
Veta 5.66. Potencnd mnoZina prazdnej mnoziny je prdzdna mnoZina. Teda: 2° = ).

Veta 5.67. Kardinalita potencnej mnoziny mnoziny A je rovnd cislu 2 umocnenému na
kardinalitu mnoziny A. Teda: |24| = 24

Uloha pre Teba. Zamysli sa, preco platia predoslé dve vety.

5.8 Zhrnutie

nlA|lD ulAlo \ A0 AlA|D
AlA]D AlAlA Alo|A Alo|A
/N 01A[D D100 0 |A]O

Poznamka. (@) Dalsie priklady njdes vo videu Mnozinovy kalkul [5], ¢as 5:42-12:18.

Kapitola 6: Intervaly

(D) Vyklad k tejto Kapitole ndjdes vo videu Mnozinové operdcie a intervaly [2], ¢as
6:50-14:26.

6.1 Otvoreny interval

Definicia 6.1. Majme dané dve redlne ¢isla a,b € R, kde a < b. Otvoreny interval od a
do b je mnozina vSetkych redlnych cisel véicsich ako a a mensich ako b.

Priklad 6.2. Otvoreny interval od 0 do 1 je mnozina vsetkych ¢isel vacsich ako 0 a

mensich ako 1. Do tejto mnoziny patria napriklad ¢isla %, % alebo 0,75.

Definicia 6.3. Cisla a, b nazyvame krajné body intervalu. Cislo a je lavym krajnym bodom,
¢islo b je pravym krajnym bodom. Tieto pomenovania platia pre celd Kapitolu 6.
Znacenie 6.4. Otvoreny interval od a do b zna¢ime v okrihlych zétvorkach: (a,b). Ak
by pouzitie oddelujicej ¢iarky mohlo viest k zadmene s desatinnou ¢iarkou, mézeme pouzit
bodkociarku a otvoreny interval znacit: (a;b).

Priklad 6.5. Interval (2,4) mdzeme znazornit na ciselnej osi nasledovne:

o . . 0
2 2.5 3 3.5 4

Vsimni si, ze krajné body do intervalu nepatria. Preto kriazky, ktoré znacia krajné
body st prazdne (nevyplnené).
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6.2 Uzavrety interval

Definicia 6.6. Majme dané dve redlne cisla a,b € R, kde a < b. Uzavrety interval od a
do b je mnozina vsetkych realnych c¢isel vacsich alebo rovnych a a mensich alebo rovnych

b.

Priklad 6.7. Uzavrety interval od 0 do 1 je mnozina vsetkych ¢isel vacsich alebo rovnych
0 a mensich alebo rovnych 1. Do tejto mnoziny patria napriklad ¢isla 0, 1, %, % alebo 0,75.

Znacenie 6.8. Uzavrety interval od a do b znac¢ime v hranatych zatvorkach: [a,b]. Ak by
pouzitie oddelujicej ¢iarky mohlo viest k zamene s desatinnou c¢iarkou, mézeme pouzif
bodkociarku a uzavrety interval znacit: [a;b].

Iny sposob znacenia uzavretého intervalu je v uhlovych zatvorkéach: (a,b). Tie sa ale
pri pisani rukou mézu lahko zamenit s okrtthlymi zatvorkami.

Priklad 6.9. Interval [2,4] m6zeme znazornit na C¢iselnej osi nasledovne:

® . . °
2 2. 3.5 4

ot
o

Vsimni si, ze krajné body do intervalu patria. Preto kruzky, ktoré znacia krajné body
st plné (vyplnené).

Priklad 6.10. Trvanie letnych prazdnin, napriklad od 1. jila do 1. septembra, je prikladom
uzavretého intervalu. Prvy uvedeny den (lavy krajny bod) je 1. jal a v tento den uz su
prazdniny, takze den do intervalu patri. Posledny uvedeny den (pravy krajny bod) je 1.
september a v tento den su este prazdniny, takze den do intervalu patri.

6.3 Polouzavreté intervaly

Definicia 6.11. Majme dané dve realne ¢isla a,b € R, kde a < b. Medzi polouzavreté
intervaly patria tieto dva intervaly:

o Zlava otvoreny, sprava uzavrety interval od a do b je mnozina vsetkych redlnych
¢isel vacsich ako a a mensich alebo rovnych b;

o Zlava uzavrety, sprava otvoreny interval od a do b je mnozina vsetkych redlnych
¢isel vécsich alebo rovnych a a mensich ako b;

Priklad 6.12. Zlava otvoreny, sprava uzavrety interval od 0 do 1 je mnozina vsetkych
¢isel vacsich ako 0 a mensich alebo rovnych 1. Do tejto mnoziny patria napriklad ¢isla
1, %, % alebo 0,75. Nepatri sem ¢islo 0.

Priklad 6.13. Zlava uzavrety, sprava otvoreny interval od 0 do 1 je mnozina vsetkych
¢isel vécsich alebo rovnych 0 a mensich ako 1. Do tejto mnoziny patria napriklad ¢isla

0, %, % alebo 0,75. Nepatri sem ¢islo 1.

Znacenie 6.14. Zlava otvoreny, sprava uzavrety interval od a do b znacime (a, b]. Zlava
uzavrety, sprava otvoreny interval od a do b znacime |a, b).
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Priklad 6.15. Intervaly (2,4] a [2,4) mdZeme znézornit na ¢iselnej osi nasledovne:

d @ O

2 2.5 3 3.5 4 2 2.5 3 3.5 4

Priklad 6.16. Otvaracie hodiny obchodu, napriklad od 7:00 do 19:00, st prikladom zlava
uzavretého, sprava otvoreného intervalu. O 7:00 (Tavy krajny bod) je obchod otvoreny a
mozes nakupovat, takze ¢as do intervalu patri. O 19:00 (pravy krajny bod) uz obchod
zatvara a pravdepodobne Ta uz nepustia dnu, takze ¢as do intervalu nepatri.

6.4 Priebezné zhrnutie

Majme dané dve realne ¢isla a,b € R, kde a < b.

Interval Formalna definicia

Otvoreny (a,b) :={x|a <z <b}

Uzavrety [a,b] :={z|a<z<b}
Zlava otvoreny, sprava uzavrety | (a,b] :={z | a <z < b}
Zlava uzavrety, sprava otvoreny | [a,b) := {z | a <z < b}

Uloha pre Teba. Over si, 7e dokézes lahko ¢itat matematické definicie v tabulke.

6.5 Intervaly obsahujice nekonec¢no

Majme dané dve redlne cisla a,b € R.

Interval Formalna definicia

Zlava otvoreny (a,00) :=={z | a < x}

Zlava uzavrety la,00) :={z |a <z}

Sprava otvoreny (—o00,b) :=={z | x < b}

Sprava uzavrety (—o00,b] :={z |z < b}
Mnozina redlnych ¢isel (—00,00) =R

Poznamka. Vsimni si, ze interval je na strane nekonecna vzdy otvoreny. Plus alebo minus
nekonecno samé o sebe nie su ¢isla, preto nikdy nemézu patrit do intervalu.
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6.6 (*) Hrani¢né pripady intervalov

Majme dané realne cislo a € R.
o Uzavrety interval [a, a] sa rovna jednoprvkovej mnozine {a}.
 Otvoreny interval (a,a) sa rovnd prazdnej mnozine .
« Polouzavrety interval (a,a] alebo [a,a) nema zmysel.

Ak je lavy krajny bod intervalu vacsi ako pravy krajny bod, napriklad v intervale
(5,1), interval sa rovnd prazdnej mnozine ().

6.7 Mnozinové operacie na intervaloch

V Kapitole 5 sme si definovali niekolko mnozinovych operécii, napriklad prienik, zjednotenie,
alebo rozdiel. KedZe interval je mnozina, tieto operacie mozeme aplikovat aj na intervaly.

.....

mensich ako 8; B je mnozina realnych ¢isel vacsich alebo rovnych 4. Zapisme tieto mnoziny
matematicky a nac¢rtnime ich na ¢iselnej osi.

o Ajemnozina {x € R|2 < x < 8}, teda otvoreny interval (2,8).

e B je mnozina {x € R | x > 4}, teda polouzavrety interval [4, c0).

&
2 4 6 8

Priklad 6.18. N&ajdime prienik AN B mnozin A, B z Prikladu 6.17.

ANB = [4,8). Tento interval obsahuje vsetky redlne ¢isla, ktoré obsahuji oba intervaly
A, B zaroven. Vsimni si, ze ¢islo 4 patri do vysledku, pretoze patri do oboch intervalov A,
B naraz. Naproti tomu ¢islo 8 do vysledku nepatri, pretoze aj ked 8 € B, tak 8 ¢ A.

Priklad 6.19. Najdime zjednotenie AU B mnozin A, B z Prikladu 6.17.

@
//////////?/

2 4 6 8

AU B = (2,00). Tento interval obsahuje vsetky redlne ¢isla, ktoré obsahuje interval A
alebo interval B. Cislo 2 do vysledku nepatri, pretoze 2 ¢ A a 2 & B.
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Priklad 6.20. N&jdime rozdiel A\ B mnozin A, B z Prikladu 6.17.

b g
i

0
I T
2 6 8

>

A\ B = (2,4). Z mnoziny A sme odobrali vSetky prvky, ktoré patria do mnoziny B.
Vsimni si, ze Cislo 4 do vysledku nepatri, pretoze 4 € A a 4 € B, takze sme ho museli
odobrat.

Priklad 6.21. N&jdime rozdiel B \ A mnozin B, A z Prikladu 6.17.

o |+ ¥,

T
< T T T >

2 4 6 8

B\ A =[8,00). Z mnoziny B sme odobrali vsetky prvky, ktoré patria do mnoziny A.
Vsimni si, ze ¢islo 8 do vysledku patri, pretoze 8 ¢ A a 8 € B, takze sme ho neodobrali.

Priklad 6.22. Najdime symetricky rozdiel A A B mnozin A, B z Prikladu 6.17.
AA B =(2,4)U[8,00). Toto je zjednotenie vysledkov predoslych dvoch prikladov.

Kapitola 7: Mnozinové diagramy
(D) Vyklad k tejto Kapitole ndjdes vo videu Priklady na Vennove diagramy [3], ¢as
0:00-10:59.

7.1 Eulerove diagramy

Definicia 7.1. Eulerov diagram je skupina kriviek, ktorad ukazuje vztahy medzi mnozi-
nami.

Priklad 7.2. Studenti matematiky:

ti, ktori sa eSte chytaju

O

ti, ktori to vzdali

ti, ktori spia
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Poznamka. Ak este nespis: Eulerov diagram je teda nejaky obrazok, ktory popisuje
mnozinové vztahy. VSimni si, ze v diagrame vyssie existuje prienik medzi studentmi, ktori
to vzdali a Studentmi, ktori spia. To znamena, ze existuji studenti, ktori to vzdali a zaspali.
Diagram ale nezobrazuje prienik mnozin ,Studenti, ktori sa eSte chytaju* a ,Studenti,
ktori spia“, lebo taki studenti neexistuju.

Priklad 7.3. Prelozil som do slovenciny jeden Eulerov diagram prevzaty z [14].

¢o bolo na
pisomke

Priklad 7.4. S Eulerovym diagramom sme sa stretli v Podkapitole 2.2 o vztahu inkluzie,
v Priklade 2.13 (podmnozina stvornohych zvierat).

Priklad 7.5. S Eulerovym diagramom sme sa stretli takisto v Kapitole 3 o nekone¢nych
mnozinach (NCZ Cc Q c R c C).

Priklad 7.6. Eulerov diagram moze zobrazovat velmi komplexné vztahy [15]:

(island) '

British Isles

British Islands

United Kingdom

Great Britain

Priklad 7.7. Eulerov diagram nemusi mat ziadny prienik. Tento venujem vsSetkym
¢itatelom-chalanom, ktori boli aspon raz vo friendzone:
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To je celkom smutnd situacia v zivote modrého kruzku.

Poznamka. Na zaver rozpravania o Eulerovych diagramoch sa nauc¢ime velmi jednoduchi,
ale dolezitti vetu o operdcii zjednotenia (zjednotenie sme definovali v Podkapitole 5.2).

Priklad 7.8. Predstav si dve skupiny (mnoziny) rodin, ktoré vlastnia doméace zvierata.
Jedna mnozina rodin ma len macky, druha mnozina rodin mé len psy. Ani jedna rodina
nema obe zvierata naraz. Nakoniec, kazda rodina ma len jedno jediné zvieratko.

rodiny
S0 psom

Oznac¢me pismenom M mnozinu rodin, ktoré maju len macky. Povedzme, Ze mnozina
M ma kardinalitu (velkost) 8. To znamena, ze 8 rodin ma doma len macku.

Dalej ozna¢me pismenom P mnozinu rodin, ktoré majt len psy. Povedzme, Ze mnozina
P ma kardinalitu (velkost) 5. To znamen4, ze 5 rodin ma doma len psa.

Potom mnozina M U P bude predstavovat mnozinu vsetkych rodin, ktoré maju doma
nejaké zviera: bud macku alebo psa. Tato mnozina bude mat kardinalitu 8 + 5 = 13.

. . E:> nejaké zviera (macka alebo pes)
13

Tento priklad teraz zovseobecnime do novej vety, ktorti nazveme Pravidlo siuctu.

Veta 7.9 (Pravidlo suctu). Majme dve mnoZiny A, B, ktoré su disjunktné (teda ich
prienik je ). Potom kardinalita ich zjednotenia je rovnd suctu kardinalit jednotlivijch
mnozin. Inak povedané: |AU B| = |A| + |B|.

Poznamka. A vraj jednoduché! Isto si prave hovoris: ,,Coze?“ Ziadny strach, je to to
isté, ¢o v predoslom priklade. Ak ma nejakd mnozina A kardinalitu z, mnozina B ma
kardinalitu y, a prienik A N B m4 kardinalitu 0 (dolezité!), potom kardinalita zjednotenia
AU B je x 4+ y. Skis si toto pravidlo aplikovat na rézne priklady.

Dékaz. Uvedieme neskor po vysvetleni Principu inklizie a exklizie (Veta 7.16). O]
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7.2 Vennove diagramy

Definicia 7.10. Vennov diagram je Specidlny pripad Eulerovho diagramu, ktory ukazuje
vSetky mozné vztahy (prieniky) medzi danymi mnozinami.

Priklad 7.11. Trochu mytolégie:

Poznamka. Vennov diagram vzdy zobrazuje vsetky zény — teda vSetky mozné prieniky
danych mnozin — aj ked nemusia realne existovat.

Poznamka. KedZe musime zobrazit vSetky mozné ,zony prekrytia“, kresba Vennovho
diagramu sa stava naro¢nejsou pri vacsom pocte mnozin. Ukdzme si Vennove diagramy
pre dve, tri, a Styri [18] mnoziny.

X

Veta 7.12. Pocet zon (vrdatane vonkajSej) Vennovho diagramu je 2™ pre n € N mnoZin.

Priklad 7.13. Skisme si za n dosadif konkrétne prirodzené ¢isla:

e pre n = 1 mnoZinu je pocet zén Vennovho diagramu 2! = 2: vnitro kruhu a
vonkajsok kruhu.

¢ pre n = 2 mnoziny je pocet zon Vennovho diagramu 22 = 4: A\ B; B\ A; prienik
AN B; vonkajsok kruhu.

« pre n = 3 mnoziny je pocet zén Vennovho diagramu 23 =8: A\ B\ C; B\ A\ C;
C\A\B; (ANB)\C; (ANnC)\ B; (BNnC)\ A; AN BN, vonkajsok kruhu.
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Dokaz. Pokrocily. Len pre vysokoskolakov, matematickych fanatikov, a Batmana. Ak
nepatris ani do jednej z tychto skupin, zachran sa a utekaj! Ak si Batman, kontaktuj ma.

Oznacme hladany pocet zon Vennovho diagramu pismenom z. V ramci daného diagramu
zvolme taku zoénu, kde sa prekryva £ < n mnozin. Pre k = 0 sa jednd o vonkajsiu zénu. Pre
k = 1 sa jedna o zénu, ktora sa neprekryva so ziadnou inou. Pre k = 2 sa jedna o zénu, kde
sa prekryvaju dve mnoziny. . . Pre fixné k existuje takychto zon (z), pretoze sa jedné o vyber

G+ (@) + @)+ + () =20 O

Priklad 7.14. S Vennovym diagramom sme sa stretli tiez v Kapitole 5, pri operaciach
prieniku, zjednotenia, rozdielu a symetrického rozdielu.

n
k prvkov z mnoziny n prvkov. Preto z = 3 (Z) =
k=0

Poznamka. Kedze Vennov diagram je Specidlnym pripadom Eulerovho diagramu, tak
kazdy Vennov diagram je aj Eulerov diagram. Naopak to ale neplati, teda nie kazdy
Eulerov diagram je aj Vennov diagram. To znazornuje tento Eulerov diagram:

Eulerove diagramy

Vennove
diagramy

Priklad 7.15. Na ulici je postaveny neznamy pocet domov. Rodiny, ktoré v nich byvaju
vlastnia: a) jednu macku, b) jedného psa, c¢) jednu macku a jedného psa, d) ani jedno
zviera. Dohromady vo vSetkych domoch byva 14 maciek a 19 psov. V 6 domoch st obe
zvieratd naraz. Nakoniec, v 5 domoch nie je ani jedno zviera. Kolko domov je na ulici?

Pociatocnu situaciu mozeme ilustrovat tymto Vennovym diagramom:

M P

Ohrani¢ujici obdlZnik zna¢f mnozinu vetkych domov. M znad mnozinu domov, ktoré
vlastnia macku; P znac¢i mnozinu domov, ktoré vlastnia psa. Vsimni si, ze 6 domov ma
macku aj psa zaroven, preto velkost mnoziny M N P je 6. Dalej 5 domov nemé ani jedno
zviera, preto je mimo oboch mnozin M, P ¢islo 5.

Vieme, ze celkovy pocet maciek je 14, teda |M| = 14 (vSimni si zvislé ¢iary znaciace
kardinalitu mnoziny). Z toho 6 maciek byva zaroven so psom (v oblasti M N P je ¢islo 6).
Preto velkost mnoziny M \ P, ktord udava pocet domov, kde je len jedna macka a ziadny
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pes, bude 14 — 6 = 8. To sedi: mame dohromady 14 maciek vo vsetkych domoch, z toho
v 8 domoch je len macka a v 6 domoch je macka a pes naraz.
Analogicky spoc¢itame |P\ M| =19 — 6 = 13.

Na ulici teda je: a) 8 domov len s jednou mackou, b) 13 domov len s jednym psom, c)
6 domov s oboma zvieratami naraz a d) 5 domov bez domécich mild¢ikov. Dohromady je
teda na ulici 8 + 13 4+ 6 + 5 = 32 domov.

Poznamka. Tento priklad sa dal vyriesit aj inak. Na zaciatku sme vedeli, Ze: dohromady
vo vsetkych domoch byva 14 maciek a 19 psov. V 6 domoch st obe zvierata naraz. Nakoniec,
v 5 domoch nie je ani jedno zviera.

Ak chceme zistit, kolko je dohromady domov s domécim zvieratkom (moznosti st:
jedna macka, jeden pes, alebo jedna macka a jeden pes), mozeme séitat celkovy pocet
domov s mackami s celkovym poc¢tom domov so psami: 14 + 19 = 33. Avsak, v tomto
sucte 33 su dvakrat zapocitané domy, v ktorych st obe zvierata naraz!

Scitali sme celkovy pocet domov s mackami s celkovym poctom domov so psami.
Pritom sme ale niektoré domy zapocitali dvakrat. Boli to prave tie domy, kde byvaji obe
zvieratd spolu (prienik mnozin M a P). Od celkového stic¢tu domov so vSetkymi mackami
a vSetkymi psami musime odpoditat pocet domov s oboma zvieratami (6), lebo sme ho
zapocitali dvakrat. Po odpocitani tohto prieniku dostdavame vysledok 33 — 6 = 27, ktory
znazornime takto:

Méme teda 27 domov s jednym alebo dvoma zvieratami a 5 domov bez zvieratka.
Celkovy pocet domov je potom 27 + 5 = 32. Rovnaky vysledok ako predtym. Dobré, nie?
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Toto alternativne riesenie prikladu teraz zovseobecnime do novej vety, ktorti nazveme
Princip inkluzie a exkluzie.

Veta 7.16 (Princip inkluzie a exklizie). Majme dve mnoziny A, B. Potom kardinalita ich
zjednotenia je rovnd suctu kardinalit jednotlivijch mnoZin, minus kardinalita ich prieniku.

Inak povedané: |AU B| = |A| + |B| — |AN B.

Poznamka. Pripomina Ti to nieco? Pravidlo suctu (Veta 7.9)7 Ak éno, gratulujem! Si
velmi pozorny /4. Ak nie, prejdeme si to detailne. Je to to isté, ¢o v predoslom priklade.
Ak ma nejakd mnozina A kardinalitu z, mnozina B ma kardinalitu y, a prienik AN B ma
kardinalitu z, potom kardinalita zjednotenia A U B je x + y — z. Skus si toto pravidlo
aplikovat na rozne priklady. Mimochodom, v angli¢tine sa Princip inklizie a exklizie
oznacuje skratkou PIE (kola¢). Mmmmm.

Doékaz. Aby sme urcili kardinalitu zjednotenia A U B, mozeme scitat kardinalitu mnoziny
A s kardinalitou mnoziny B. Tak zapocitame vSetky prvky mnoziny A U B aspon raz.
Avsak, niektoré prvky sme zapocitali dvakrat. Boli to prave tie, ktoré patria do A N B.
Preto od |A| 4 | B] musime odpoéitat |[A N B|. Dostavame |A U B). O

Poznamka. Vratme sa teraz k dokazu Pravidla suctu (Veta 7.9), ktory sme vynechali.

Dékaz (Pravidlo sictu). Pravidlo sic¢tu hovori, ze ak si mnoziny A, B disjunktné, tak
|AU B| = |A| + |B|. Ak st mnoziny A, B disjunktné, tak |[A N B| = 0. Dosadime do
platného Principu inklizie a exklizie (Veta 7.16) a dostdvame:

|JAUB|=|A|+ |B|—|ANB|=|A|+ |B| - 0= |A| +|B|.
Dokézali sme Pravidlo sic¢tu ako Specialny pripad Principu inkltuzie a exklizie. O

Tvrdenie 7.17. Princip inklizie a exklizie vieme zovseobecnit pre lubovolny pocet mnoZin.
Napriklad pre 3 mnoZiny:

|JAUBUC| =|A|+|B|+|C]=|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.
Priklad 7.18. Na zdver dva Vennove diagramy zo zivota pre pobavenie [14][17]:

ZENY MUZI
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