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Uvod

Tento ucebny text vznikol v rdmci pripravy na jeden z najtazsich a zaroven najzaujimavej-
sich matematickych kurzov, aky som absolvoval: M V008 Algebra I na Fakulte informatiky
Masarykovej univerzity pod vedenim doc. RNDr. Libora Poldka, CSc. v roku 2014. Text
vznikal postupne pocas piatich mesiacov ako u¢ebny material na skiasku. Neskor som sa
ho rozhodol zverejnit v rdmci projektu Nauc sa matiku. Je uréeny priméarne pre studentov
vysokych skol (2. rocnik a vyssie). Predpokladaju sa zékladné znalosti logiky a tedrie
mnozin a tiez schopnosti ¢itat matematicki notaciu a abstraktne matematicky myslief.

Cely dokument je rozdeleny do deviatich kapitol (¢islovanych 1 az 9), ktoré sa v istych
pripadoch rozdelené do podkapitol (napriklad 1.1, 1.2, 1.3). Posledna kapitola obsahuje
aplikacie v teorii jazykov, ktora je dolezita hlavne pre informatikov.

Otazky a spatna vézba, ¢i uz podakovanie, oprava chyb, konstruktivna kritika, navrhy
na zlepsenie, alebo pozvanie na pivo su vitané. Kontakt na mna je k dispozicii na webe
https://www.elea.sk. Drzim palce vSetkym, ktori sa rozhodli venovat studiu tejto
krasnej oblasti matematiky:.

Valdemar

Licencia a pravo na pouzitie

Cely dokument je k dispozicii zdarma pod licenciou Creative Commons BY-NC-SA [1].
Nikomu a nikdy by ste zan preto nemali platit. Text a jeho ¢asti mdzete lubovolne pouzivat
pre nekomercné Ucely, Sirit v akejkolvek podobe s odkazom na autora a tiez Iubovolne
upravovat a menif za podmienok, ze uvediete citaciu povodného autora, vykonané zmeny a
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Kapitola 1: Zobrazenia, operacie, grupy

1.1 Zakladné pojmy
Ciselné mnoziny:
« N={1,2,3,...} je mnozina prirodzenych ¢isel,
e Ny =NU{0} je mnozina nezdpornych celych ¢isel,

e Z={...,—2,—1,0,1,2,...} je mnozina celych ¢isel,

Q={a/b|a,beZ,b+# 0} je mnozina raciondlnych ¢isel,
e R je mnozina redlnych ¢isel, t. j. vSetkych cisel, ktoré si hodnotou na ¢iselnej osi,

e« IT=R\ Q je mnozina iracionalnych ¢isel,

C={a+bi|a,be R} je mnozina komplexnych ¢isel.
e NCZCcQcCcRCC.

e X je mnozina vSetkych kladnych prvkov z X C R,

o X* je mnozina vSetkych nenulovych prvkov z X C C.

Definicia 1.1. Kartezidnsky sucin mnozin: A x B = {(a,b) | a € ANb € B}.

° An:AXXA
R ——
n-krat

Definicia 1.2. Reldcia medzi mnozinami Ay, ..., A, je podmnozinou A; X ... X A,,.

Definicia 1.3. Zobrazenie (funkcia) z mnoziny A do mnoziny B je relicia f medzi
mnozinami A, B takd, Ze pre kazdé z € A existuje prdve jedno y € B také, ze (x,y) € f.

o Namiesto (x,y) € f piseme obvykle f(z) =v.
« Mnozina A sa nazyva definicny obor D(f) a mnozina B obor hodnét H(f) funkcie.

o Zapis f: A — B hovori, ze f je funkcia s D(f) = Aa H(f) = B.
Definicia 1.4. Nech n € Ny. Zobrazenie f: A™ — A je n-arna operdcia na mnozine A.

e Ak n =0, tak A® = {0}. Nuldrne operécie si teda vybery prvkov z mnoziny A.

« NajcastejSie pouzivame bindrne operacie: +, -, ... Znac¢ime -(a,b) = a - b = ab.

- . @080
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1.2

Vlastnosti binarnych operacii

Binarna operacia - na mnozine A sa nazyva:

asociativna, ak Va,b,c€ A: (a-b)-c=a-(b-c),
komutativna, ak Va,be A: a-b=0b-a,

idempotentna, ak Va € A: a-a=a.

Prvok e € A nazyvame:

lavy neutralny (jednotkovy), ak Va € A: e-a=a,

pravy neutrilny (jednotkovy), ak Va € A: a-e=a,

neutralny (jednotkovy), ak je lavy neutrdlny a zéroven pravy neutrdlny;
lavy nulovy, ak Va € A: e-a=c¢,

pravy nulovy, ak Va € A: a-e=e,

nulovy, ak je lavy nulovy a zaroven pravy nulovy;

idempotent, ak e-e = e.

Ak e € A je neutralnym prvkom, tak prvok b € A nazyvame:

lava inverzia prvkua € A, ak b-a = e,

prava inverzia prvku a € A, ak a-b=e,

« inverzia prvku a € A, ak je jeho lavou a zéroven pravou inverziou. (Hovorime, zZe a

1.3

je invertibilng.)

Grupové struktary

Definicia binarnej operacie vlastne hovori, Ze binarna operacia je definovana pre Iubovolné
dva prvky danej mnoziny a zarucuje dplnost (= uzavretost mnoziny na dani operéciu).

Definicia 1.5. Styri zakladné grupové struktiry si:

Grupoid (magma) je usporiadana dvojica (A, -).
Pologrupa (semigroup) je grupoid, v ktorom je operécia - asociativna.
Monoid (monoid) je pologrupa s neutralnym prvkom e.

Grupa (group) je monoid, v ktorom ma kazdy prvok inverziu.

Grupova struktura je komutativna, ak je v nej dana operacia - komutativna.
Zadanie grupoidu: Cayleyho tabulkou prvkov / analyticky / prezentéciou (pozri 1.56).
Vy¢itanie vlastnosti z tabulky: asociativita — tazko (O(n?)), komutativita — symetria
podla diagonaly (O(n?)), idempotencia — z diagondly.

https://www.elea.sk ) Valdemar Svébensky
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Lemma 1.6. Nech (A, ) je grupoid, e € A je lavy neutralny (jednotkovy) prvok, f € A
je pravy neutrdlny (jednotkovy) prvok. Potom e = f.

Dokaz. f=e-f=e. O]

Désledok 1.7. V grupoide moze byt: a) Ziadny neutrdlny prvok, b) k € N lavych neut-
ralnych, 0 pravjch neutrdlnych, c) |l € N pravych neutrdlnych, 0 lavgch neutrdlnych, d)
jediny neutralny prvok.

Lemma 1.8. Nech (S, ) je pologrupa s jednotkovym prvkom e. Potom ku kaZdému proku
x € S existuje najviac jedna inverzia.

Doékaz. Nech x méa dve rozne inverzie y, z € S. Potom xy = yxr = e a tiez xz = zx = e.
Dalej (yz)z = ez = 2z a tiez z asociativity (yz)z = y(z2) = ye = y * . O

Lemma 1.9. Nech (M, -, e) je monoid, a € M, b e M je lavou inverziou k a, c € M je
pravou inverziou k a. Potom b = c.

Dékaz. (ba)c = ec = ¢, a tiez z asociativity (ba)c = b(ac) = be = b. O
Lemma 1.10. V [ubovolnej grupe existuje jediny idempotentny prvok.

Doékaz. Nech a € G je idempotentny prvok, t. j. a = a - a. Vynasobime obe strany rovnice
inverziou prvku a. Potom a-a ! =a-a-a !, teda e = ae, teda a = e. O

Priklad 1.11. Tabulka ¢iselnych mnozin a klasickych binarnych operacii:

+ — . -
N | pologrupa | (ni¢) | monoid | (ni¢)
Ny | monoid (ni¢) | monoid | (nic)
Z grupa grupoid | monoid | (ni¢)
Q grupa grupoid | monoid | (nic)
R grupa grupoid | monoid | (nic)
C grupa grupoid | monoid | (nic)

Priklad 1.12. Priklady grupovych struktur:
« Nekomut. grupoid, ktory nie je pologrupou: (R3, x), kde x je vektorovy sucin.
« Komutativny grupoid, ktory nie je pologrupou: (N, ®), kde a ® b = ab + a? + b*.
« Nekomutativna pologrupa, ktord nie je monoidom: ({(¢5%) | a,b € R,a # 0},-).
« Komutativna pologrupa, ktora nie je monoidom: (N, nsd).

« Nekomutativny monoid, ktory nie je grupou: ({a,b}*, ), kde - je zretazenie slov.

- . @080
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« Komutativny monoid, ktory nie je grupou: ({0,1}, A).
« Nekomutativna grupa: (Ss, o).
« Komutativna (Abelovskd) grupa: trividlna grupa ({e}, ).

Priklad 1.13. Nasledovné mnoziny matic s operaciou s¢itania matic tvoria grupy pre
R =7, Q, R alebo C:

e Mat,,,(R) je mnozina vsetkych matic typu m x n nad R.
e GL,(R) je mnozina vsSetkych regularnych matic radu n nad R.
e SL,(R) je mnozina vSetkych matic rddu n nad R a determinantom rovnym 1.

o Posledné dve tvoria grupu s nasobenim pre R = Q, R alebo C.

Priklad 1.14. (N,nsd) je pologrupa, (Ng, nsd) je monoid, (Z, nsd) je monoid.
Priklad 1.15. (N,nsn) je monoid, (No, nsn) je monoid, (Z,nsn) je monoid.
Definicia 1.16. Nech X je mnozina. P(X) = 2% je mnozina vSetkych jej podmnoZin.

Priklad 1.17. (P(X),N) je kom. monoid, (P(X),U) je kom. monoid, (P(X),\) je nekom.
grupoid, (P(X),) neuvazujeme (doplnok nie je bindrna operdcia) a (P(X),A) je kom.
grupa. Specidlnym pripadom je X = (.

Priklad 1.18. Nech A je neprazdna mnozina a Xi,...,X,, € A. Uvazujme operacie
N, U,¢. Dva mnozinové vyrazy st ekvivalentné prave vtedy, ked pri Iubovolnom dosadeni
za Xi,...,X, dostaneme to isté. Pocet tried ekvivalencie je 22".

1.4 Skladanie zobrazeni

Definicia 1.19. Nech A, B st mnoziny. Kladieme:
e« BA={f|f: A— B} je mnozina vietkych zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B.
o T(A) = A* je mnozina vietkych zobrazeni mnoziny A do seba (tzv. transformdcie).
e S(A) je mnozina vSetkych bijekcii mnoziny A do seba (tzv. permutdcie).

Definicia 1.20. Nech f: A — B, g: B — C s zobrazenia. Potom ich zloZenie (v tomto
poradi) je (g0 f)(z) = g(f(z)), kde (go f): A— C.

Lemma 1.21. Skladania zobrazeni si asociativne.

Dokaz. Mame mnoziny A, B, C, D a zobrazenia f, g, h, pricom A B4 o D Potom

[(hog)o fli(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)) aj [ho(go )l(x) = h((go f)(z)) =

h(g(f(x))). O
Lemma 1.22. Identita je neutrdlnym prvkom pri operdcii skladania zobrazeni.
Dokaz. Yx € A: f(fx))=fHf(x)=x,t.j. foft=flof=1id O

. . @080
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Désledok 1.23. Mnozina vsetkych bindrnych reldcii s operdciou skladania (P(A x A),0)
je monoid. Tdto Struktira je grupou, prdave ked A # ().

Poznamka. Pre skladanie relacii plati:
SoR = {(a,c¢) | 3be B: (a,b) € R A (b,c) € S}, pricom So R C A x C.

Désledok 1.24. Mnozina vsetkych transformdcii s operdciou skladania (T'(A),o) je
monoid. Tdto Struktira je grupou, prave ked |A| < 1.

Désledok 1.25. Mnozina vsetkyjch prostych transformdcii s operdciou skladania (T;,;(A), o)
je monoid. Tdto struktira je grupou, prave ked A je konecnd.

Definicia 1.26. Nech f: A — B je funkcia. Potom f je invertibilnd, ak existuje funkcia
[ B — A, pricom f(z) =y < [fl(y) ==

o Ak je f prosta (injektivna), potom je aj invertibilna.
o Ak je f invertibiln4, potom f~! je jedinecna.

o Ak st f, f7! (totdlne) funkcie, potom st obe bijekcie.

1.5 Permutacie

Mnozina permutécii je mnozina S(A) = {f | f: A — A}, kde f je bijektivne zobrazenie.
Permutécia (teda prvok tejto mnoziny) je vlastne (invertibilnd) funkcia.

Désledok 1.27. (S(A), o) je grupa. Tdto grupa je komutativna pre |A| < 2.

Definicia 1.28. Obvykle uvazujeme A = {1,...,n} a piSeme S({1,...,n}) =5, =S,
kde n € N. Grupa (S, o) sa nazyva symetrickd grupa stupna n.

Veta 1.29. |S,| = nl.

Definicia 1.30. Nech & € N, & > 2. Nech iy,...,i; € {1,...,n} st po dvoch rozne.
Permutacia f € S,, definovand vztahom

f(ij):ij—H prejzl,,k:—l,
fliy) =141 prej=k;
fi) =i pre i & {iy, ... ix};
sa nazyva cyklus dlzky k. Piseme f = (i1, ..., i)
o Cykly (i1,...,ix) a (j1,...,71) st nezdvislé, ak {iy,...,ir} N {j1,..., 5} =0.
e Transpozicia je cyklus dizky 2.
Veta 1.31. Nezavislé cykly komutuji.

Veta 1.32. Lubovolnd permutdcia f € S, sa da rozloZit na siucin nezdvislijch cyklov.
Tento rozklad je dany jednoznacne (aZ na poradie cinitelov).

- . @080
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Dékaz. Nech 7 je permutdciou na S,,. Vezmime nejaké € {1,...,n}. Definujme 7°(z) = x
(identickd permutdcia), 7*+1(z) = n(7*(x)), kde k € Nj.

KedZe {1,...,n} je konecnd mnoZina, aj postupnost z,7(x), 7%(x),... je konecna.
Preto existuje nejaké ,opakovanie®, teda 3k < I: 7¥(z) = n!(x). Z toho x = 7!~ *(x).

Permutéciu 7 potom moéZeme zapisat ako cyklus m = (x, x1, 22, ..., x;_k).

Ak v mnozine {1,...,n} eSte existuji nejaké prvky, ktoré sme nevyuzili, vezmeme
nejaké y, ktoré sa nevyskytuje v cykle (z,x1, 29, ..., 2_x) a proces zopakujeme. Tym
ziskame cyklus o = (y,y1,%2,-..,Ym). Cykly ™ a o su zjavne nezavislé.

Proces opakujeme, kym nevyuzijeme vsetky prvky z mnoziny {1,...,n}. O

Poznamka. Stucin nula ¢initelov chapeme ako identickii permutaciu ¢d.
Veta 1.33. Lubovolna permutdcia f € S, sa dd rozloZit na sucin transpozicii.
Dékaz. (iy,..., i) = (i1,) o - -+ 0 (i1, 13) o (i1, 12). Rozklad nie je jednoznaény. O

o Ak je pocet cinitelov v takom rozklade parny, hovorime o pdrnej permutécii.

o Ak je pocet cinitelov v takom rozklade neparny, hovorime o nepdrnej permutacii.

Definicia 1.34. Grupa parnych permutécii je tzv. alternujica. A, = {f € S, | f je parna}.
Veta 1.35. [A,|=2.

Definicia 1.36. Inverzia permutécie f € S, je usporiadana dvojica (i, 7) taka, ze i, €
{1,...,n}aplati: i < ja f(i) > f(4).

« Parna permutacia (sgn(f) = 1) ma parny pocet inverzii.
« Nepdarna permutacia (sgn(f) = —1) ma neparny pocet inverzii.
Lemma 1.37. Siucin k transpozicii je parny, prave ked k je pdrne [2, 1.2.8].

Lemma 1.38. Pre f,g € S,, plati: sgn(f o g) = sgn(f) - sgn(g) [2, 1.2.9].

1.6 Rad grupy

Lemma 1.39. Nech (S, -) je pologrupa, ay, ... ,a, € S, kde n € N. Potom vysledok sicinu
aj-...-a, (vtomto poradi) nezdlezi na zdtvorkovani.

Dékaz. Béza: n =1,2,3 — trividlne (z asociativity).
IP: nezéalezi na zatvorkovani pre vysledok sucinu a; - ... - ag, kde k < n.
IK:Akn>4ak>2 tak (ar-...-ap) (apy1- - can) = (a1-(ag .. .cag)) - (Ager-- - -ap)
ap - ((ag ... ag) - (aggr .- an)).

ool

Désledok 1.40. V pologrupach nemusime pri ndsobeni prvkov pisat zdtvorky.

Lemma 1.41. Nech (S,-) je komutativna pologrupa, a,...,a, € S, kde n € N. Potom
vysledok sucinu ay - ... - a, nezaleZi na poradsi.

- . @080
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Doékaz. Béaza: n = 1,2 — trividlne (z komutativity).
Ak n > 3 a nezalezi na zatvorkovani, mézeme lubovolni permutaciu prvkov aq, ..., a,
po dvoch zatvorkovat a postupne vymienat, kym sa vsetky nedostani na svoje miesto. [

Definicia 1.42. Nech (S, -) je pologrupa, a € S, n € N. Potom a" =a-...-a.
—_———

n-krat
Tento sucin je podla 1.39 definovany jednoznacne.

Naviac, ak S obsahuje neutralny prvok e, tak a’ = e.

Lemma 1.43. Nech (S,-) je pologrupa, a € S. Vm,n € N: ™ - a™ = ™.

Dokaz. a-...-a-a-...-a=a-...-a. O
—_— ——
m-krat n-krit (m + n)-krat

Lemma 1.44. Nech (S,-) je pologrupa, a € S. Ym,n € N: (a™)" = a™".
n-krat
——
Dokaz. a™-...-a™ = g™ M, ]
n-krat

Lemma 1.45. Nech 1 € S je jednotkovy prvok v pologrupe. Potom 171 =1; (a™}) ™! = a;

(ay...a,) V=a;t...a;'; kde a,ay, ..., a, si lubovolné invertibilné proky z S [2, 1.4.6].
Lemma 1.46. Ak md prvok a inverziu, tak¥Vn € N:a™=a'-...-a"' = (a- a)~!
n-krdt n-krdt

Definicia 1.47. Rdd prvku a v grupe (G, ) je najmensie n € N také, ze a™ = e.
Ak také n neexistuje, kladieme rdd a rovny 0 (podla [2, 1.4.11] je to o0).

Priklad 1.48. Rad prvku 0 v grupe (Z, +) je 1, rdd dalsich prvkov je 0.
Lemma 1.49. Nech rdd proku a v grupe (G, -) je 0. Potom ak a* = d', tak k =1 (k,l € 7).

Dékaz. BUNV! k < I. Ak o = d', tak 1 = a!7*. Ak rdd a je 0, tak | — k = 0, teda

l=k. ]
Lemma 1.50. Nech rdd prvku a v grupe (G,-) je n € N. Potom 1,a,a?,...,a" " si po
dvoch rézne. Navyse, pre k = qn +r, kder € {0,...,n — 1} je a* = a" (tzn. Ze a" = a°,

a"™ =a, ...a podobne aj pre zdporné exponenty).

Dékaz. St po dvoch rézne: BUNV 0 < k <[ <n—1. Ak a* = d!, tak 1 = a/%. Ak
l—ke{0,...,n—1}, tak | — k = 0 (nesmie byt n), teda [ = k.
Navyse: a* = ¢t = (a")4-a" = 19-a" = a’. O

!Bez ujmy na vseobecnosti
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1.7 Dihedralne grupy

Definicia 1.51. Nech M C R” je mnozina bodov. Zobrazenie f: M — M je symetria,
ak je bijekciou a zachovava vzdialenosti, t. j. ak vzdialenost bodov p,q € M sa rovna
vzdialenosti ich obrazov f(p), f(q) € M.

Veta 1.52. MnoZina vsetkijch symetrii s operdciou skladania tvori grupu.
Dékaz. Jedna sa o specidlny pripad grupy permutécii (S(A), o). O

Definicia 1.53. Dihedrdlna grupa (D, o) stuptia n je grupa vsetkych symetrii pravidel-
ného n-uholnika. Nemusime uvazovat vsetky body geometrického ttvaru — symetria je
urcend tym, ako zamiena jeho vrcholy.

Priklad 1.54. Ak r je rotacia o 2%, d preklopenie (zrkadlenie) podla osi y, potom napr.
Dy = {id,r,r? r3 d, rd,rd,r3d}.

Lemma 1.55. ]D)n = prdve {Zd7 r, T27 ce ’,r,n—17 d? Td; TQd, ce 7,’,n—1d}’

Dokaz. Bijekcia, ktord zachovava vzdialenosti musi posielat vrchol na vrchol. Plati: ™ = 1;
d*> =1; dr = r"'d. V grupe (D,, o) uz nie st ziadne dalsie zobrazenia. O

Definicia 1.56. Prezentdicia G, = (a,b;a” = 1,b° = 1,ab = ba'), kde r,s,t € N je
najvseobecnejsia grupa, ktord je zadand svojou generujicou mnozinou ({a,b € G} generuje
grupu ) a reldciami (za bodkoc¢iarkou), ktoré na nej platia.

Priklad 1.57. Grupa (D, o) md prezentdciu G, = (r,d;r" = 1,d* = 1,dr = r"~1d).

1.8 Cvicenia

1. Dokézte, ze mnozina G Ls(R) s operdciou * tvori grupu, ak  je definovana ako

a b e f a+b a—> e f

k =

c d g h c+d c—d g h

2. Ukazte, ¢i mnozina R* s operaciou A tvori grupu, ak A je definovana ako

aAb:{a-b ak a > 0;
ak a < 0.

SallS

3. Dokazte, ze mnozina Zsy X Z s operaciou @ definovanou
(la]2, K)Q([bl2, ) = ([a + b]2, k + (=1)* - 1),
kde a,b, k,l € Z tvori grupu.

4. Mame nasledovné permutacie z mnoziny Sg: o = (1,3,6,2,4,8,7,5) a7 = (1,3) o
(2,4,6,8,7). Uréte: o o, 02014, 7201 7=l paritu permutécii.

5. Najdite vSetky permutacie x € Sg také, ze:
a) r? = (1’ 2) © (374) © (576);
b) 22 =(1,2,3) 0 (4,5,6).

6. Ukazte, ze kazdi permutéciu z S, moézeme ziskat kompoziciou (1,2,3,...,n) a
(1,2).
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1.9 Navody k rieseniu cviceni

1. .

Ukéazeme, ze * je operacia, t. j. ze vyslednd matica patri do GLy(R).
Ukazeme, ze * je asociativna.

Néjdeme neutralny prvok: z jednotkovej maticea+b=1,a—b=0,c+d =0,

¢ —d = 1; dostavame

NI N
no

c—d—a+b c—d+a—-0

—c—d+a+b —c—d—a—0>
4(bc—ad)

Néjdeme inverzny prvok:

Ukazeme, ze A je operécia.
Operacia A ale nie je asociativna, takze sa nejedna o grupu.
Ukéazeme, ze @ je operacia: [a + bls zavisi len na [a]a, [b]2. Ak [a]s = [c]o,

(b2 = [d]2, tak 2 | a—c, 2 | b—d potom 2 | (a+b)—(c+d), teda [a+bly = [c+d]s.
Dalej (—1)® zavisi len na [a],.

Ukazeme, ze @ je asociativna.
Néjdeme neutralny prvok: ([0]z, 0).
N4jdeme inverzny prvok: ([alz, k)™! = ([a]s, (—1)*™! - k).

ocom=(1,6,7,4,2,8,5)

G201 = G med 8 — 56 — (52)=1 = (1,7,4,6) 0 (2,3,5,8)
w20 = (2,4,6,8,7) = (2,4,6,8,7)"1 = (2,7,8,6,4)
1= (3,1)0(7,8,6,4,2)

Parita: obe st neparne

Také x neexistuje.

Ty = <3a 27 1) o (6a 5a 4)7
o = (1,4,2,5,3,6),
T3 = (17572767374>7
1= (1,6,2,4,3,5).

DalSie 4 permutécie x5 az xg vzniknt zlozenim (7,8) s kazdym z z; aZ xy.
Kazdt permutéaciu je mozné ziskat z (1,4), kde i € {2,...,n}:
(a1, a9,...,a;) = (1,a1) o (1,a5) o (1,ar_1)0---0o(1,ay).

Dalej kazdt perm. je mozné ziskat z (i,4 + 1), kde i € {1,2,...,n — 1}:
(1,i) =(1,2)0(2,3)0---0(i—1,i) o (i —1,i —2)o---0(1,2).

Nakoniec (i,i+1) = (1,2,...,n)" " o (1,2) 0 (1,2,...,n) 7+,

— Pozn.: korekcia t o sot™! | premenuje® prvky s.
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Kapitola 2: Teéria cisel

2.1 Aritmetika a operacie na celych cislach

Tedria ¢isel sa zaobera vlastnostami celych ¢isel.
Na mnozine Z uvazujeme dve zdkladné bindrne operdcie: scitanie (+) a ndsobenie (-).
Platia pre ne tieto vlastnosti (Va, b, c € Z):

o Komutativita: a+b=b+a a a-b=0b-a,
o Asociativita: (a+b)+c=a+(b+c) a (a-b)-c=a-(b-c),
o Distributivita ndsobenia cez sc¢itanie: a - (b+c¢)=a-b+a-c.

Neutralne prvky pre tieto operéacie su postupne 0a l: a+0=a a a-1=a.

Inverzné proky: —a pre scitanie (tzv. opacny), pretoze a + (—a) = 0. Jediny prvok
mnoziny Z s multiplikativnou inverziou je 1, pretoZe 17! = 1.

Odcitanie je binarnou operaciou na mnozine Z, teda je definované pre Iubovolné dve
celé cisla, zatial ¢o delenie nie je binarnou operaciou a teda je definované len pre nejaké
celé cisla. Definicie st nasledovné:

Definicia 2.1. a — b = a + (—b) pre vSetky a,b € Z.
Definicia 2.2. a/b = c prave vtedy, ked a = b - c.

Veta 2.3 (Princip dobrého usporiadania; Zermelova veta). V lubovolnej neprdzdnej
mnozine kladngjch celych cisel existuje najmensi prvok.

Veta 2.4 (Priehradkovy (Dirichletov) princip). Ak n prokov uloZime do k krabiciek,
pricom n > k, tak aspon jedna krabicka obsahuje viac ako jeden prvok.

Veta 2.5 (Princip matematickej indukcie). Ak vieme, Ze:
o nejaky vyrok je pravdivy pre n =1,

e a predpokladame, Ze to, Ze je vyrok pravdivy pre n implikuje, Ze je pravdivy pre
(n+1),

tak je vyrok pravdivy pre vsetky prirodzené cisla.

2.2 Delitelnost

Definicia 2.6. Nech a, b st celé ¢isla, a # 0. Potom a deli b prave vtedy, ked existuje
nejaké celé ¢islo k tak, ze b = ka.

e Ak a deli b, hovorime, Ze a je delitelom b, resp. Ze b je ndsobkom a a piSeme a | b.
o Ak a nedeli b, piSeme a 1 b.

Lemma 2.7. KaZdé celé c¢islo deli nulu, t. j. Ya € Z: a | 0.
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Lemma 2.8. Ak a | b, pricom b # 0, tak |a| < |b].
Pre Tubovolné celé ¢isla a, b, ¢ ma relacia | nasledovné vlastnosti:
Lemma 2.9.
1. Aka|bab|ec, tak a|c.
2. Ak a|bac|d, tak ac| bd.
3. Akalbaalc, takalb+ec.
Dokaz.
1. Ak b =ma a ¢ = nb, tak ¢ = (mn)a.
2. Ak b = ma a d = nc, tak bd = (mn)(ac).
3. Ak b=ma a ¢ =na, tak b+ c = (m+ n)a. O

Lemma 2.10 (Delitelnost linedrnych kombindcii). Nech a,b,c,m,n € Z. Ak c|a a c|b,
tak c | (am + bn).

Dékaz. Kedze ¢ | a a c| b, tak existuji nejaké ky, ko také, ze a = kic a b = kqc. Preto
am + bn = kyem + koen = c(kym + kon),

a teda c | (ma + nb). O

Veta 2.11 (O deleni so zvyskom). Ak a,b € Z, pricom b # 0, tak ezistuji jedinecné

q,r € Z také, Ze a = bq+r, kde 0 < r < |b].
Cislo a nazjvame delenec, b delitel, q ciastocny podiel a r zvysok.

Dokaz existencie. Staci uvazit b > 0, pretoze ak by b < 0, tak napiseme b’ = —b, ¢ = —q
a rovnost a = bq + r prepiSeme ako a = 0'q +r, kde 0 < r < |V/|.
Dalej staci uvazit a > 0, pretoze ak by a < 0 (b > 0), tak napiseme ¢’ = —a, ¢ = —q—1,

" =b —r arovnost a = bq + r prepiseme ako @’ = bg' + ', kde 0 < " < |b|.

Nech ¢, > 0, 1 > 0 spliiaji @ = bgy + 71 (existuji vdy, lebo mézeme ¢, = 0, 1 = a).
Ak r1 < b, sme hotovi. Inak o = ¢ + 1, 7o =711 — b spiﬁajl’l a=>bg+1rya0<ry<r.
Opakovanim dostaneme ¢ = ¢, a v = r;, také, ze a = bg + r, kde 0 < r < b. O]

Dékaz jedinecnosti podielu a zvysku. Uvazme q,q’,r, 1", kde 0 < r, r" < |b], pri¢om a =
bq + r a zaroven a = bq' + 1r’.
Vieme, ze 0 < r < |b| a —|b] < —r' < 0. Z toho —|b| < r —r" < |b|, teda |r — | < |b].
Odcitanim dvoch rovnosti pre a dostaneme b(¢' — ¢) = (r — 7’). Z toho |b| deli |r — 7|
Ak |r—r'| # 0, tak |b| < |r—1'|, ¢o je spor. Preto |r—7'| =0, teda r =1/, teda b(¢'—¢q) = 0.
Kedze b # 0, tak ¢ = ¢'. O]

Definicia 2.12. Najvacsi spolocny delitel celych ¢isel a, b je ¢o najvacsie celé ¢islo d, ktoré
deli a a zéroven deli b. Piseme d = NSD(a, b) = (a,b). Dodatocne definujeme (0,0) = 0.
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Poznamka. Niekedy sa NSD uvazuje vzhladom k relacii delitelnosti |, nie k reldcii
usporiadania < celych ¢isel. Vtedy nie je d jednoznacne definované. Napr. pre b # 0 je
NSD(0,b) = =+b.

Iné definicia déva tiez nejednoznacéné d: Ak d|a, d|b a existuje také c, ze c|a, c|b, tak
c|d. Treba pamétat na to, ze kazdé celé ¢islo ma kladnych aj zapornych delitelov.

Definicia 2.13. Celé ¢isla a, b su nestudelitelné, ak (a,b) = 1.

Lemma 2.14. Ak vydelime dve celé cisla ich najvicsim spolocnym delitelom, dostaneme
dvojicu nesudelitelnych cisel. Inak povedané, ak (a,b) = d tak (a/d,b/d) = 1.

Dékaz. Nech k jekladné a k | a/d, k | b/d. Potom existuju kladné m, n také, ze: a/d = km,
b/d = kn. Z toho a = kmd, b = knd. Preto je kd spoloénym delitelom @ aj b. Dalej kd > d,
ale d = (a,b), teda k = 1. O

Lemma 2.15. NSD dvoch celych cisel sa nezment, ak pripocitame nasobok jedného cisla
k druhému. Nech a,b,c si celé. Potom (a,b) = (a + cb,b).

Dékaz. Nech k je spoloénym delitelom a aj b. Podla Lemmy 2.10, k | (a + ¢b), teda k je
delitelom a + cb.

Nech [ je spoloénym delitelom a + ¢b aj b. Podla Lemmy 2.10, 1 | ((a 4 ¢b) — ¢b) = a,
teda [ je spolocnym delitelom a aj b. O]

Désledok 2.16. (a,b) = (a,b —a).
Désledok 2.17. Ak a,b,q,r su celé cisla, kde a = bq + r, tak (a,b) = (bg + r,b) = (1, b).

Veta 2.18 (Euklidov algoritmus). Nech a,b € N.

a=q-b+ry, T <b
b=qy- 11+ 179, ro < T
T =q3: T2+ T3, r3 < T9

T'n—2 = ({n " Tn—1 + T'n, 0 7é Tn < Th-1

Tn—1 = qn+1 " Tn
Potom 1, je posledny nenulovy zvysok a r, = (a,b).

Dokaz.
Z posledného riadka: To | Thot

Z predposledného riadka: 7, | r,_o

Z 2. riadka: rn | b
Z 1. riadka: T | a

Teda r, je spolo¢ny delitel ¢isel a, b.
Nech d € N deli a, b (iny spoloény delitel a, b).
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Z 1. riadka: d|r
Z 2. riadka: d | ry

Z predposledného riadka: d | r,
Kedze r, > 0, r,, je NSD(a, b). O
Dékaz (ing). Podla Dosledku 2.17: (a,b) = (b,11) = (r1,72) = -+ = (1,0) = 1. O

Veta 2.19 (Lamého). Euklidov algoritmus vyZaduje maximdlne 5-ndsobok krokov delenia
oproti poctu cifier mensieho z cisel a,b.

Veta 2.20 (Bezoutova). Ya,b € Z Im,n € Z tak, Ze am + bn = (a,b).

Poznamka. NSD cisel a,b mozeme vzdy vyjadrit ako linedarnu kombinaciu ¢isel a, b.
Koeficienty m, n tejto linedrnej kombindcie mozeme najst pomocou Euklidovho algoritmu.

Dokaz. Nech z je najmensie kladné celé ¢islo, ktoré vieme zapisat ako linedrnu kombinéciu
¢isel @, b. Dalej nech d = (a, b). Potom = musi byt ndsobkom d, lebo a, b sii oba nasobky d.
Tvrdime, ze x = d.

Ak by naopak x > d, potom z nie je spolocnym delitelom a,b, takze = t a alebo
x 1 b. BUNV predpokladajme x { a. Potom a -2 = ¢ R r, kde zvysok r je kladny. Ale
r = a — qr, takze r je linearnou kombinaciou a, b. Toto je spor, pretoze » musi byf mensie

ako x. ]
Dékaz (ing). Podla Vety 2.18: (a,b) =1 = Tn2—Tn-1Gn = Tn-—2—(Tn-3—Tn—2"Gn-1)"qn =
Tng (=qn) +Tn-2- (1 4+ Gn_1-qn) = --- = am + bn. O

/ vs

Désledok 2.21. Celé cisla a, b su nesudelitelné, prave ked 3m,n € Z tak, Ze am+bn = 1.

Daosledok 2.22. Nech a, b, ¢ su nenulové celé cisla. Potom c je linedrnou kombindciou
a,b prave vtedy, ked c je ndsobkom (a,b).

Désledok 2.23. Nech a, b, ¢ st celé cisla, (a,b) =1, a | be. Potom a | c.

Dokaz. Existuju celé ¢isla m,n také, ze am + bn = 1. Vynasobme obe strany rovnice
celym ¢islom c. Potom amc + bne = c. Zrejme a | ame. Z predpokladu a | bne. ]

Definicia 2.24. Najmensi spolo¢ny nasobok celych ¢isel a, b je ¢o najmensie kladné celé
¢islo m, ktoré je nasobkom a a zaroven je nasobkom b. Piseme n = nsn(a, b) = [a, ).

Poznamka. Pre n = [a,b] plati: Ak a|n,bn a existuje také m, ze a|m, blm, tak n|m.

Veta 2.25. (a,b) - [a,b] = ab.
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2.3 Prvodisla

Definicia 2.26. Cislo n € N je prvoéislo, ak je vidsie ako 1 a je delitelné len 1 a samjm
sebou. Teda n > 2 a zaroven neexistuju k,[ > 2 také, ze n = kl.

Désledok 2.27. Ak p,q si prvocisla, potom p = q alebo (p,q) = 1.
Lemma 2.28. Akp|qi ... qu, kde p,qu,...,q, st prvocisla, potom p € {q,...,q}.
Dokaz. Indukciou z Dosledku 2.23. O]

Definicia 2.29. Kazdé prirodzené ¢islo a > 1, ktoré nie je prvocislom sa nazyva zlozené.
Teda existuju nejaké b > 1, ¢ > 1 také, ze a = bc.

Veta 2.30 (Zakladna veta aritmetiky). Kazdé n € N sa dd zapisat ako sicin prvocisel.
Takyto rozklad je jednoznacny aZ na poradie cinitelov.

Poznamka. 1 = si¢in nula prvocisel (prazdny sicin).

Dokaz existencie. Ak je m prvocislo, dokaz je trivialny. Predpokladajme teda, ze n je
zlozené a je to ¢o najmensie cislo, ktoré sa uz neda zapisat ako sicin prvocisel. Potom
n > 2 a existuju k,l € N také, ze 2 < k,l <n an =kl

Cisla k, 1 sa daju vyjadrit ako stdin prvocisel, povedzme k = pips...pr, | = q1Ga - - - G,
teda m =pipe...Prq1qa ... qs X . O

Dokaz jednoznacnosti. Nech p1--pm = g1+ @, kde py < --- <ppaqg <---<gq, st
dva rozne rozklady nejakého ¢isla na sicin prvocisel. Checeme ukazat, ze m = n a tiez ze
pi = q; pre kazdé . BUNV predpokladajme, ze m < n a pokracujme indukciou podla m.
Béaza: Ak m =1, tak p; = q1 - - - ¢,. Kedze p; je prvocislo, tak n = 1, teda p; = ¢;.
IK: Ak m > 1, tak z predpokladu je p,, najvacsi prvociselny delitel ¢isla py -« - pp, a ¢n
je najvacsi prvociselny delitel ¢isla g - - - q,,. Kedze p1 -+ pp = q1 - - - @, tak p,, = @n. Z toho
dostavame p; -+ pp_1 = q1- - qn_1. Lento rozklad je ale z IP urceny jednoznacne. O

Lemma 2.31 (Euklidova). Ak p je prvocislo a p | ab, tak bud p | a alebo p | b.

Dékaz. Predpokladajme p | ab, p ¥ a. Dokazme p | b. KedZe p 1 a a p je prvocislo, tak
(p,a) = 1. Potom existuju m,n také, ze ma + np = 1. Po vynésobeni b dostdvame
mab + npb = b. Kedze p | mab, p | npb, tak p | b. ]

Lemma 2.32. Ak p je prvocislo a p | ay - - ay, tak p | a; pre nejaké i.

Dokaz. Indukciou: Baza pre n = 2 je Euklidova lemma. Pre n > 2 zapisSme a; - - - a,, =
(ay -+ ap_1)ay. Z Euklidovej lemmy bud p | a; - - - a,—; alebo p | a,,. V prvom pripade z [P
p | a; pre nejaké ¢ < n — 1. V druhom pripade i = n. O

Veta 2.33. Cislon € N, kde n > 1 je prvocislom prdve vtedy, ked nie je delitelné Ziadnym
prvocislom p, pricom 1 < p < \/n.

Dokaz. , = “: Zrejmé. ,, <= “: Obmenou implikacie ziskame tvrdenie: Ak n je zlozené,
tak je delitelné nejakym prvoéislom p, kde 1 < p < /n. Nech n = ab pre a,b € N, kde
a,b > 1. Podla Zékladnej vety aritmetiky sa dajt a, b rozlozit na stéin prvoéisel. Dalej
musi platit, ze a < /n alebo b < \/n, pretoZe inak ab > \/n - /n = n. Preto ndjdeme
asporni jedného delitela ¢isla n najviac do y/n. V opa¢nom pripade je n prvocislom. O]
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Doésledok 2.34. KaZdé n € N, kde n > 1 md aspon jedného prvociselného delitela.
Veta 2.35. Ezistuje nekonecne mnoho prvocisel.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, Ze existuje konecne mnoho prvocisel py, pa, ..., p,. Nech
@ = p1p2-.-pn + 1. Toto ¢islo musi mat prvociselného delitela, ozna¢me ho gq. Ak dokazeme,

ze ¢ & {p1,p2,---,Pn}, dojdeme k sporu.

Predpokladajme, ze ¢ = p; pre 1 < i < n. Potom ¢ | p1ps...p, a teda q | Q — p1pa...pn.
Z toho ¢ deli 1, ale ziadne prvocislo nedeli 1 % . Teda ¢ & {p1,p2,...,Pn} a @ je
prvocislo. m

Kapitola 3: Kongruencie

3.1 Zakladné definicie
Definicia 3.1. Nech n € N. Potom [a],, = {a + kn | k € Z} st zvyskové triedy mod n.

Definicia 3.2. Nech n € N. Potom Z,, = {[a], | a € Z} je mnozina vSetkych zvyskovych
tried podla daného modulu n.

Veta 3.3. |Z,| = n.

Definicia 3.4. Nech a,b € R. Operaciu modulo definujeme ako zvysok po deleni, t. j.

a

—b ) :
amod b := “ L)J 7 0;
a :b=0.

Definicia 3.5. Nech n € N. Dve celé ¢isla a, b st spolu kongruentné modulo n; piSeme
a =b (mod n); ak obe davaji rovnaky zvysok po deleni ¢islom n.
Veta 3.6. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:

1. a=b (mod n);

2. n|(a—Db);

3. lal, = [b],, (nezdleZi na vybere reprezentanta triedy).

Dokaz. Dokazeme postupne tri implikécie.
,1. = 2. Mame a = b (mod n), teda z definicie @ mod n = b mod n.
Nech n = 0. Potom @ mod 0 = b mod 0, teda a = b. Z toho a—b = 0. Potom n | (a —b).

b
Nech n # 0. Potom z definicie a mod n = a —n VJ abmodn=>0—n {J Preto
n n

a—n LGJ —b—n {va takZe a — b= n QGJ — VJ) Cislo VJ — VJ je celé, takze
n n n n n n

a — b= kn, teda z Definicie 2.6 dostavame n | (a — b).
»2. = 3.“: Mdme n | (a — b), teda z definicie delenia a — b = kn, kde k € Z. Teda
a = b+ kn, ¢o je ekvivalentné s [a], = [b],.
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3. = 1.“: Mame k € Z také, ze a = b+ kn. Potom:

amodn = (b+kn)—n

b+ kn
n

b
=(b+kn)—n n+/§J

Désledok 3.7. Z,, = {[0],., [1]n, [2]n,-- -, [n — 1]a}-

3.2

Vlastnosti kongruencii

Veta 3.8. Nech a,b,c,d € Z. Nech m € N. Potom:

1.

S v e

7.

Ak a=b (mod m), tak b = a (mod m). (Komutativita.)

Ak a=b (mod m), b =c¢ (mod m), tak a = ¢ (mod m). (Tranzitivita.)

Ak a=b (mod m), tak a+ c = b+ ¢ (mod m). (Pripocitanie konstanty.)

Ak a =0 (mod m), tak ac = bc (mod m). (Vyndsobenie konstantou.)

Ak a =b (mod m), tak ac = be (mod mc), kde ¢ > 0. (Vyndsobenie modulu.)
Aka=0b (mod m), c =d (mod m), tak a+c = b+d (mod m). (Sucet kongruencii.)

Ak a=b (mod m), c =d (mod m), tak ac = bd (mod m). (Sicin kongruencii.)

Dokaz. Dokazeme postupne vsetky tvrdenia:

1.

Mame m | (a — b). Potom existuje k také, ze a — b = mk. Z toho b —a = m(—k) a
teda m | (b —a), teda b =a (mod m).

. Mame m | (a — b) a tiez m | (b — ¢). Potom existuju k,l také, ze a = b+ mk a

b=c+ml. Preto a =c+m(k+1) aztoho a =c (mod m).

Mame m | (a — b). Ak priddme a odrdtame ¢, dostaneme: m | ((a 4+ ¢) — (b + ¢)).
Preto a + ¢ =b+ ¢ (mod m).

Mame m | (a — b). Potom existuje k také, ze a — b = mk. Preto ac — be = m(kc).
Teda m | (ac — bc), teda ac = be (mod m).

Mame m | (a — b). Potom existuje k také, ze a — b = mk. Preto ac — be = me(k).
Teda mc | (ac — be), teda ac = be (mod mc).
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6. Mame m | (a — b) a tiez m | (¢ — d). Potom existuju k,[ také, ze a — b = mk a
¢ —d = ml. Vsimnime si, ze (a —b) + (¢ —d) = (a +¢) — (b+ d) = m(k +1). Preto
m | ((a+c¢)—(b+d)), teda a+c=b+d (mod m).

7. Mame a — b = mk a tiez ¢ — d = ml. Preto ca — cb = m(ck) a tiez bc — bd = m(bl).
Vsimnime si, ze (ca — ¢b) 4+ (be — bd) = ac — bd = m(kc — Ib). Preto m | (ac — bd),
teda ac = bd (mod m).

O
Veta 3.9. Delenie kongruencii nemusi zachovdvat kongruenciu, teda:
1. Nech a,b,c € Z, m € N, d = (m,¢) a ac = bc (mod m). Potom a =b (mod m/d).
2. Nech d = (m,c) = 1. Potom a =b (mod m), ak ac = bc (mod m).

Dékaz. Cast 2. dostaneme priamo z 1.: Ak ac = be (mod m), tak m | (ac — be) = c(a —b).
Potom ¢(a — b) = mk. Vydelenim oboch stran ¢islom d dostaneme (¢/d)(a — b) = k(m/d).
Preto (m/d,c/d) = 1. Z toho m/d | (a — b). O

3.3 Operacie na zvyskovych triedach
Veta 3.10. Na Z,, definujeme operdciu + vztahom [a], + [b], = [a + b],.

Dokaz. Je nutné dokazat korektnost definicie tejto operacie.

Ak rovnakd mnozinu [a], zaddme pomocou iného reprezentanta ako [a'],, a podobne
b],, ako [V],, tak [a + b],, sa musi rovnat [a' + b'],,.

Vieme, ze n | (a —a’) a tiez n | (b—b). Chceme dosiahnut, aby n | ((a +0b) — (o’ +V')).
To je ale to isté, ako n | ((a —d’) + (b —¥')). Ked s¢itame dve ¢isla delitelné n, aj tento
sucet bude delitelny n. O

Veta 3.11. Na Z,, definujeme operdciu - vztahom [al, - [b], = [a - b],.

Doékaz. Je nutné dokazat korektnost definicie tejto operacie.

Ak [a],, =[], a podobne [b],, = [V'],, tak [a - b], sa musi rovnat [a - b'],,.

Vieme, ze n | (a —a’) a tiez n | (b—b'). Chceme dosiahnut, aby n | (a-b—a'-b"). To je
ale to isté, akon | (a-b—a’-b' +a' -b—a’-b). To je to isté, akon | (b-(a—d')+a - (b—1V")).
Ked sc¢itame b-ndasobok ¢isla delitelného n s a’-nasobkom c¢isla delitelného n, aj tento stucet
bude delitelny n. O

Veta 3.12. (Z,,+) je komutativna grupa pre kazdé n € N.

Dékaz. Scitanie zvySkovych tried je komutativne a asociativne. Jednotkovy prvok je [0],,
a inverzny k [a], je [—al,. O

Veta 3.13. (Z,, ) je komutativny monoid pre kaZdé n € N.
Dékaz. Nésobenie zvyskovych tried je komut. a asociativne. Jednotkovy prvok je [1],. O

Lemma 3.14. Nech a € Z, n € N. Potom |al,, € (Z,,-) md inverziu <= (a,n) = 1.

- . @080
https://www.elea.sk 20 Valdemar Svabensky A=Y


https://www.elea.sk

Dékaz. ,, = “: Nech [b],, je inverzia k [a],. Potom [ba],, = [ab],, = [1],. Preto ab =1
(mod n), ekvivalentne ab = kn + 1, kde k € Z. Teda ab +n(—k) =1 az 2.21 (a,n) = 1.

, <= “: Ak (a,n) = 1, tak podla Vety 2.20 Ju,v € Z: au + nv = 1. Potom
la), - [u], = [au], = [1 —nv], = [1],. Teda [u], je inverziou k [a],. O

Definicia 3.15. Nech (M, -, e) je monoid. Potom M* je mnozina vSetkych invertibilnych
prvkov mnoziny M, t. j. M* ={a € M | 3b € M: ab = ba = e}.

Lemma 3.16. M* je uzavretd na ndsobenie a inverziou ab je b=la=!.

Dékaz. Mame aa ™' =a ta=c atiez bb=' =b"1b=e.
Potom ab-bla ' =aea ' =aa ' =catiezblat-ab=b"leb=b"'b=c. O

Definicia 3.17. Nech p je prvocislo. Potom ZX = Z, \ {[0],} = Z. (Lebo (0,n) = n.)
Veta 3.18. (Z;, -) je komutativna grupa pre kazdé prvocislo p.

Dokaz. Nech [a]y, [b], € Z;. Potom p{a, p{ba kedZe p je prvocislo, tak p { ab. Teda
[al, - [b], = [a-b], € Z;, takze Z) je grupoid. Podla Vety 3.13 je (Z,),-) komutativny
monoid. Nakoniec, kedZe p je prvocislo, tak pre kazdé a € Z, p 1 a plati (a,p) = 1. Kazdé
také a teda ma inverziu (Lemma 3.14). O

3.4 Eulerova funkcia
Definicia 3.19 (Eulerova funkcia ¢). ¢: N — N, kde ¢(n) = [{a | a <n A (a,n) = 1}/|.
Veta 3.20. Cislo p je prvocislo prdave vtedy, ked ¢(p) = p — 1.

Dokaz. ,, = “: Kazdé prirodzené cislo mensie ako p je nesudelitelné s p.

, <= “: Predpokladajme, zZe p nie je prvocislo. Potom p = 1 alebo p je zlozené. Ak
p =1, tak ¢(p) # p — 1. Ak p je zlozené, tak mé kladného delitela, teda ¢(p) # p — 1 %
. O

Veta 3.21. Nech p je prvocislo a e € N. Potom ¢(p°) =p*1-(p—1) =p°(1 — %)

Dékaz. Sudelitelné s p® st p, 2p, 3p, ..., p° p. Tychto &sel je pe1.

Nestudelitelnych s p® je potom p® —p*t =p* ! (p—1) = pe(l%l) = p°(1 — %) O

Veta 3.22. Nech prvociselny rozklad cisla n € N je n = [T, pi* = pi'ps® - - - pSr, kde p;
st po dvoch rozne prvocisla. Potom

omale- )2 -2)

Dokaz. Indukciou. Budeme opat hladat najprv ¢isla sudelitelné s n.
Nech n = p{'. Existuje pﬂl c¢isel mensich ako n, ktoré su delitelné p,. Pocet ¢isel, ktoré
Iv o4 . -1
toto nesplnaju je teda n — o= Pt —pit T =pit (1 — pil) =n(l— pil) )
Nech n = p7'p5*. Existuje -* ¢isel mensich ako n, ktoré si delitelné p;. Dalej existuje -

¢isel mensich ako n, ktoré su delitelné p,. Ak scitame, dostaneme pocet p% + p%, ale podla
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musime odpocitat -2 ¢isel, teda mame 2 +-2 — -2 Pocet Cise oré toto nesplnaju

PIE? dpoéitaf = cisel, ted ot — ot Pocet ¢isel, ktoré tot I

je teda n — (ﬂ 4+ L) — Ppip2—npa—npytn o pipa—po—pitl n(l 1 1 L) _
1 Pi p2 1 p1p2 1 p1p2 1 pip2 p1 p2 pP1p2

n((l—-)—--(1=))=n(l—_-)(1—_).

IK: ¢(n) = n— <Zl§i§m p T 2A<in<is<m p e T (‘Umﬂpmipm), z toho ¢(n) =

n (1 — Xi<i<m p%. + 2i<ii<is<m % -t (_1)mp1p21,,_pm) =n 1l (1 - %) o

i1 Pig

Veta 3.23. Nech a,b € N. Ak (a,b) =1, tak ¢(ab) = ¢(a) - ¢(b).

Dokaz. Pri pouziti Vety 3.22 vidime, zZe ak a, b st nestdelitelné, maja rézne ¢initele vo
svojich prvociselnych rozkladoch a multiplikativita Eulerovej funkcie je potom zrejma. [J

Dékaz (ing). Pozri [2, 1.3.16]. O

3.5 Cvicenia
1. Spoéitajte [425];91:;) \% (Z793, +)
2. Spocitajte [425]7g5 v (Z293, ).
3. Spocitajte |Zygi4l-
4. Néjdite vsetky n € N také, ze |Z)] = 12.
5. Urcte zvysok po deleni ¢isla a ¢islom b:
(a) a =232 p = 25;
(b) a = 4220 = 60;
(¢) a=15"" b=13.
6. Urcte najvacsi rad prvku v grupe:
(a) Se;
(b) Sio.

7. Urcte rad prvku a v grupe G:

(a) a= 257, G = (Z3s7,");

(b) a= k], G=(Zy,+), k,n € N;

(c) A=(37), G=(GL(R),");

(d) A=(_12¥), G = (GLa(R),");

(e) A=(373'), G=(GLx(R),).
2The Principle of Inclusion-Exclusion
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3.6 Navody k rieSeniu cviceni

1. [425]7g5 = [—425]703 = [368]703

2. [425]795 = [—153]793 = [640]793
|Zoia| = 9(2014) = ¢(2) - ¢(19) - ¢(53) = 936
Mozné prvocisla: 2,3,5,7,13.

-~ W

o Ak mame v rozklade 13: n = 13,26
o Ak nemame v rozklade 13, mame 7: n = 21,42, 28
o Ak nemame v rozklade 13,7, mame 5: neexistuje

o Ak nemame v rozklade 13,7,5, mame 2,3: n = 36

5. (a) ¢(25) = 20, teda 23201 = 231 = (—2)11 = 47 = 442+1 =9 (mod 25)
(b) 422014 =12.7.21-42212 mod 12-5 =12 (7-21 - 42?92 mod 5);
7.21.422012 = 2. 1.1 (mod 5), teda 4221 = 12 -2 (mod 60) = 24 (mod 60)
(c) ¢(13) =12, 15" =z (mod 12);
(15'5,12) = 3, preto 15'5 = 3-5- 15" (mod 3-4) = 3- (5- 15" mod 4);
5-15 =1.(=1)* =1 (mod 4), preto 15> =3 -1 (mod 12);
t.j. a = 15" = 15* = 8 (mod 13)

6. (a) Vezmeme mocniny prvocisel <9 (t. j. 2,3,22 5,7,23 3%):

Dizka cyklu | (2) o (7) | (3)o(5) | (4) o (5) | (7)o (2) | (8) o (1) | (9)

Rad (nsn) | 14 15 20 14 8 9
(b) 30
7. (a) 22 = —1 (mod 257), 2! =1 (mod 257); rdd [2]s57 je 16.

2
(b) kx =0 (mod n) <= n | kr < (n, k:)L)|(Tf—k)x
k
x

@ = W | z. Najmensie také z je o)
(©) (30)" = (4,9); réd a je .

(d) A*=(7" %) = A°=(§9)irdd aje6.
(e) det A=75;det A" =5"; rad a je oco.

k)

Kapitola 4: Grupy dalej

4.1 Podgrupy a generovanie

Definicia 4.1. Nech (G, ) je grupa, H nepréazdna podmnozina mnoZiny G. Potom H je
podgrupa grupy G; piseme H < G; ak plati:
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1. 1o € H;
2. ak a,be H, tak ab € H;
3. aka€ H,taka!' € H.
Désledok 4.2. (H,-) je grupa. Ak (G, -) je komutativna, tak aj (H,-) je komutativna.

Désledok 4.3. ({e}, ") je tzv. trividlna podgrupa grupy (G,-) a je to najmensia podgrupa.
(G, ) je sama sebe podgrupou a je najvicsia. Iné podgrupy ako tieto dve nazgvame vlastné.

Daosledok 4.4. Viastnost ,,byt podgrupou“ je tranzitivna.

Priklad 4.5. (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).

Priklad 4.6. (Q*,-) < (R*,-) < (C*, ).

Veta 4.7. Nech n € Ny. Grupa nZ = {nk | k € Z} je jedinou podgrupou grupy (Z,+).

Dékaz. Nech H je nejakd netrividlna podgrupa grupy (Z,+). Nech n € H je najmensi
kladny prvok v H. (Ak by tam bolo —n, kde n € N, tak je tam aj n.) Ukézeme, ze
nZ, = H:

e nZ C H: Akne H,takaj...,—3n,—2n,—n,0,n,2n,3n,--- € H.

e nZ 2 H: Nech m € H \ nZ. Potom m # 0 a —m € H \ nZ. Predpokladajme m > 0
(inak vezmime —m). Z delitelnosti plati m = gn +r, kde 0 < r < n.

Ak r =0, tak m = qn € nZ, preto 0 < r < n. Z toho ale r = m — gn € H, ¢o by
znamenalo, Ze n nebol najmens{ kladny prvok v H. Preto H \ nZ = ().

Pre n = 0 trivialne. O

Veta 4.8. Nech k,n € N. kZ, = {kl[x], | x € Z} je jedinou podgrupou grupy (Z,,+).

Dékaz. Nech H je nejakd netrividlna podgrupa grupy (Z,, +) tvaru kZ,, kde k € N, k | n.
Nech k je najmensie kladné ¢islo také, ze [k], je prvkom H.

Vsetko dokézeme analogicky predoslému dokazu, stacéi len overit, ze k | n. Nech
n=kq+r,kdeqeZ,re{0,1,....,k—1}.

e [n], =10], € H.

o [n], =[kln-q+[r]n [k]n € H, [k], - q € H, preto musi aj [r], € H, t. j. r = 0.

Désledok 4.9. Z Viet 4.7, 4.8:
e kZ CIlZ <— l|k. e kZNIZ = nsn(k,l) - Z.
e kZ, ClZ, < 1|k, kde k,l | n. e (kzZUlZ)y= NSD(k,I)-Z.

Lemma 4.10. Prienik H lubovolného systému® (H;)icr podgrip grupy (G,-) je znovu
podgrupou grupy (G, -).

3Systém je v podstate mnoZina mnoZin, len s inym znacenim: (H;);c; = {H; | i € I}.
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Dokaz. Ak I =0, tak H = G.
Ak T #0,tak 1 € H; dalej Vi€ I: a,b € H; => ab,a™! € H;; ateda ab,a ™t € H. [

Lemma 4.11. Nech (G,-) je grupa, M C G je podmnoZinou mnoziny G. Potom existuje
najmensia (vzhladom k inkluzii) podgrupa grupy (G,-) obsahujica mnozinu M.

Tito najmensiu podgrupu znacime (M) a citame ,podgrupa generovand mnoZinou
M “.

Dékaz. Nech (H;)er je systém vsetkych podgrip grupy (G, -) obsahujtcich mnozinu M.
Do tohto systému patri G a (M) = N;c; H;. (M) je najmensia, leboVi € I: (M) C H;. [

Veta 4.12. Lubovolnd mnozina generuje podgrupu. Nech (G,-) je grupa, M C G je
podmnozinou mnoziny G. Potom (M) = X = {¢7*-...-g5" | n € Ng,9; € M,e; € {—1,1}}.

Vzorovy dokaz pre generovanie:
1. MCX.
2. X je podgrupa.
3. Ak Y je podgrupaa M CY, tak X CY.

O
Ukdzka pouzitia dokazu:
1. Nech g € M. Volime n =1, g, = g,e, = 1. Potom M C (M) = X = {¢}.
2. X je podgrupa.
(a) Neutralny prvok dostanem pre n = 0 alebo vezmem g € M a uvdzim g - g .
(b) Nech a = ¢ - ... g, b=h{"- ... . hi*. Potom ab je nasho tvaru.
(c) Nech a =gf*-...-go. Potom a™! = g_° ... g7 je ndsho tvaru.
3. Vgi,...,9m € M plati g; € Y. Dalej ¢f*,..., g% € Y. Nakoniec g{* ... - gcm € Y.
O

Désledok 4.13. Nech M = {a}. Potom (M) = ({a}) = (a) = {a" | n € Z}.
Definicia 4.14. Grupa (G, -) je cyklickd, ak existuje a € G také, ze (a) = G.
Priklad 4.15. (Z,+), kde a = 1 alebo (Z,,+), kde a = [1],. (Iné neexistuju, pozri 4.22.)

Lemma 4.16. Nech (S,-) je pologrupa, M C S. Potom (M)sgmicroups = {a1-...-ay |
neNay,...,a, € M}.

Lemma 4.17. Nech (S, -, e) je monoid, M C S. Potom (M)yonorps ={...n € Ny...}
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4.2 Homomorfizmy graup

Definicia 4.18. Zobrazenie ¢: G — H je (homo)morfizmus grupy (G, -) do grupy (H, o),
ak pre vsetky a,b € G plati: p(a-b) = p(a) o ¢(b).

Lemma 4.19. Nech ¢: (G,-) — (H, o) je homomorfizmus grip. Potom:
1. ¢o(lg) = Lu;
2 pla) = (p(a)
Dokaz. Va € G:
1. p(a) = ¢o(1g - a) = p(1g) o p(a). Analogicky p(a - 1g). Teda ¢(1¢) je jednicka v H.

2. pla-a™") = p(lg) = 1u. Dalej p(a-a™") = p(a) o p(a™) = 1p, teda p(a”") =
(p(a))

O

Definicia 4.20. Bijektivny homomorfizmus nazyvame izomorfizmus. Ak existuje izomor-
fizmus medzi grupami G, H, nazyvame ich izomorfné a piseme G = H.

Priklad 4.21. (R*,:) = (R, +), pretoze log(a - b) — log(a) + log(b).

Poznamka. Izomorfizmus definuje relaciu ekvivalencie. Z hladiska algebry medzi izomorf-
nymi objektmi nerozliSujeme — zaujima nés len struktura objektov.

Veta 4.22. (Z,+) a (Z,,+) si (aZ na izomorfizmus) jediné dve cyklické grupy.

Dékaz. Nech (G, -) je cyklicka grupa s generatorom a.

a) Nech rad a je 0 (t. j. grupa G je nekonecnd). Vieme, Ze ...,a"',1,a,a?, ... st po
dvoch rézne. Definujme preto zobrazenie ¢: G — Z vztahom a* — k.

— Morfizmus: p(a* - a') = p(a*) =k + 1 a aj p(a*) + ¢(a') =k + 1.

— Injektivny: ...,a" 1, 1,a,a?, ... st po dvoch rozne.

— Surjektivny: Vk € Z vratim a*.

b) Nech 1dd a je n € N (t. j. grupa G je konetnd). Potom a* = a' prave ked k = I

(mod n), kde k,l € Z. Definujme preto zobrazenie p: G — Z, vztahom a* — [k],,.

— Morfizmus: p(a*-a') = p(a**!) = [k+1], a aj p(a®)+e(a') = [kl +[1]n = [k+1],.

"~1 51 po dvoch rdzne.

— Surjektivny: V[k], € Z, vratim a®.

— Injektivny: 1,a,d?,...,a

Priklad 4.23. ({—1,1},-) = (Za, +), pretoze 1 — 0 a —1 — 1.

Priklad 4.24. (Z,+) = (nZ,+), pretoze a — na.
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Definicia 4.25. Pocet prvkov konecnej grupy (G, -) nazyvame rad grupy a znac¢ime ho

|G|.

Veta 4.26. Nech (G, ) je cyklickd grupa s generdtorom a. Rdd generdtora je rovny |G]|.
Definicia 4.27. Endomorfizmus je homomorfizmus grupy G na seba.

Definicia 4.28. Automorfizmus je izomorfizmus grupy G na seba.

Veta 4.29. (End(G),0) je monoid.

Veta 4.30. (Aut(G),0) je grupa.

4.3 Suciny grap

Definicia 4.31. Nech (G, ), (H,o) st grupy. Na mnozine G x H definujeme operaciu x
vztahom (g,h) x (¢',h') = (g- g, ho k).

Désledok 4.32. (G x H, x) je grupa. Sucin komutativnych grip je komutativna grupa.

Dékaz. Operacie v G, H su korektné a asociativne (a prip. komutativne). Neutralnym
prvkom je (1, 1) a (g.h)" = (g7, A1), 0

Lemma 4.33. Zobrazenie . : G x H — G definované (g, h) — g je surjektivny homo-
morfizmus (G,-) x (H,0) na (G,-).

Definicia 4.34. Nech (Gy,-),...,(G,,*) st grupy a n > 2. Na mnozine G; X --- X G,
definujeme sicin analogicky vztahom (g1,...,9,) X (91, ---,95) = (91 G151 Gn - Gl)-

Veta 4.35 (Klasifikdcia Abelovskych grip). Nech (G,-) je komutativna grupa, |G| = n.
Potom (G, ) = (Zp§1,+) X oo X (Zypem, +), kde py, ..., pm s prvocisla (nie nutne rozne),
€1, em €ENan=pi-....ptm. Tento rozklad je jednoznacny (aZ na poradie cinitelov).

Priklad 4.36. (Zy, +) X (Z3,+) = (Zg,+). Obe st cykl.; generované ([1]z, [1]3) resp. [1]s.
Priklad 4.37. (Zy,+) X (Z2,4) 2 (Z4,4+). Prva grupa nie je cyklickd, druha éno.

Priklad 4.38. Ak n = 8, tak existuji tri navzajom neizomorfné grupy (nepiseme +):
ZQ X Zg X ZQ, ZQ X Z4, Zg.

Priklad 4.39. Ak n = 36, tak existuji styri navzédjom neizomorfné grupy (nepiseme +):

ZQ X Z2 X Zg X Zg, Z4 X Zg X Z37 ZQ X ZQ X Zg, Z4 X Zg. Dalej napr. Z36 = Z4 X Zg.

4.4 Cayleyho vety

Lemma 4.40. Nech (M,-), (N, o) si monoidy. Definujme homomorfizmus p: (M,-) —
(N, o). Potom @(M) je podmonoid monoidu (N, o).

Poznamka. Morfizmus monoidov vyzaduje 1y — 1y, teda v tomto pripade 15, — id,, .

Veta 4.41 (Cayleyova pre monoidy). Lubovolny monoid (M,-) je izomorfny nejakému
podmonoidu moniodu (T(A),o). Za A je mozné vziat M.

- . @080
https://www.elea.sk 27 Valdemar Svabensky A=Y


https://www.elea.sk

Poznamka. Kazdé operacia v monoide sa da previest na skladanie zobrazeni.

Dékaz. Definujme zobrazenie ¢: M — T(M) vztahom a — f,, kde f,: M — M je
transformécia definovana vztahom z — ax.

e © je homomorfizmus z (M, -) do (T (M), o). Pre vSetky = € M:
— pla-b)(z) = fu(z) = (ab)z
= (pla) o 0(0))(x) = (fa 0 fo)(x) = fa(fo(2)) = fal(br) = a(bz) = (ab)z

o o je injektivne (t. j. ak a # b, tak p(a) # ©(b), t. j. fo # fp): Nech f, = fp. Potom
fo()=fo(1),t.j.a-1=0b-1,t. j.a=0b.

e ¢ je surjektivne (t. j. Vf, € T(M)3Ja € M: p(a) = f,): vzorom f, je a.
Nasli sme bijektivny homomorfizmus, teda izomorfizmus. [

Veta 4.42 (Cayleyova pre pologrupy). Lubovolnd pologrupa (S, -) je izomorfnd nejakej
podpologrupe pologrupy (T(A), o). Za A je moiné vziat S*, kde S* = S, ak (S, -) je monoid,
a S* = SU{e}, kde e je novy (dodefinovany) neutrdlny prvok, ak (S, -) je pologrupa.

Doékaz. Presne ako dokaz Cayleyovej vety 4.41 pre monoidy. O

Veta 4.43 (Cayleyova pre grupy). Lubovolnd grupa (G,-) je izomorfnd nejakej podgrupe
grupy permutdcii (S(A), o) nejakej mnozZiny A. Za A je mozné vziat G.

Dékaz. Definujme zobrazenie ¢: G — S(G) vztahom a — f,, kde f,: G — G je transfor-
macia definovand vztahom z — ax.
Z dokazu Vety 4.41 vieme, zZe f, je injektivny homomorfizmus.

 f, je injektivne: Nech f,(x) = f,(y). Potom az = ay, t. j. x = y.

o fa je surjektivne: Nech y € G. Hladdme x € G také, ze f,(z) =y, t. j. ax =y, t. j.
vezmem & = a” ly.

]

4.5 Rozklady grap podla podgrap
4.5.1 Lavé triedy

Definicia 4.44. Nech (G, ) je grupa, H jej podgrupa, a € G. MnozinuaH = {ah | h € H}
nazyvame lavd trieda (angl. coset) grupy G podla podgrupy H.

Veta 4.45. Pre grupu (G, -), jej podgrupu H a prvky a,b € G si ekvivalentné vztahy:
1. aH =bH;
2. a€bH;
3. b lae H.
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Dokaz. Dokazeme postupne tri implikacie.

J.=2%a=a-1g €aH atiez 1y € bH, teda a-1y € bH.

,2. = 3.“:3h € H: a = bh, preto po vynasobeni b=! mame b~la =h € H.

.3. = 1.“3he€ H: h"*ah € H, preto aH C bH. Dalej ak b~'a € H, tak a—'b € H a
teda 3h € H: h™'bh € H, preto aH D bH. O

Definicia 4.46. Nech (G, ) je grupa, H jej podgrupa, a € G. Definujme mnozinu vsetkiyjch
lavych tried G/H = {aH | a € G}, kde aH = {ah | h € H}.

Lemma 4.47. Mnozina G/H je rozklad na mnozine G. Vsetky triedy tohto rozkladu si
rovnako mohutné.

Dokaz. Vyjdeme z definicie rozkladu mnoziny:
1. 0 ¢ G/H (triedy rozkladu st neprazdne): a € aH.

2. Ak ABeG/H,tak ANB=0 VvV A= B:Nechce€ aHANc € bH. Potom aH = bH.
Méme ¢ = ah = bh', kde h,h' € H, chceme b='a € H: ah = bh/, teda b~tah = I,
teda b~ta = h'h~' € H.

3. Uaeg/m A = G (zjednotenie vietkych rozlozenych podmnozin je pévodnd mnozina):
Useq aH 2 Ugeiat = G.

[
Priklad 4.48. G = (Z,+),H =nZ ={nk |k € Z}; G/H =Z/nZ ={a+nZ|a € Z}.

4.5.2 Lagrangeova veta
Veta 4.49 (Lagrangeova). Nech (G,-) je konecnd grupa, |G| =n, H je podgrupou G.
|G| = G/H] - |H]

~

2. Rad podgrupy deli rad grupy, t. j. |H| | n.
3. Rad prvku deli rad grupy, t. j. pre a € G radu m plati m | n.
4. Ak je n prvocislo, tak (G,-) je cyklickd.
5. Prea € G plati a™ = 1.
Dokaz.

1. G je zjednotenim |G /H| disjunktnych mnozin (danych rozkladom G/H), z ktorych
kazda md rovnaky pocet prvkov (pozri Lemma 4.47) a tento pocet je |H|.

2. n=k-|H|, kde k = |G/H| (podla 1.).
3. R4d prvku a je rovny radu podgrupy (a). Ak |(a)| = m, tak z 2. m | n.

4. Rad prvku a € G musi byt podla 3. rovny 1 alebo n, takze G = (a) je cyklickd grupa
generovana prvkom a. Ak ma platit 2., tak jediné mozné podgrupy st {1} a G.
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5. Z 3.: Ak m | n, tak n = km. Potom a" = a"™ = 1.

Veta 4.50 (Mala Fermatova). Ak p je prvocislo, a € N, pricom p { a, tak a?~' = 1
(mod p).

Doékaz. Plynie z 5. casti Vety 4.49. [
Veta 4.51 (Eulerova). Ak a,n € N, pricom (a,n) = 1, tak a®™ =1 (mod n).

Dokaz. Uvazme (Z,,-). Potom [a],, mé inverziu, préave ked (a,n) = 1. Dalej Z je mnozina
vSetkych invertibilnych prvkov Z,. Potom |Z)| = ¢(n).
Pouzijeme 5. ¢ast Vety 4.49 na (Z,-) a dostavame: ([a],)?™ = [1],. O

Désledok 4.52. Ak a je prokom (Z,,-), tak a=' = a®™~1,

4.5.3 Faktorové grupy

Definicia 4.53. Podgrupa H C (G,+) je normdlna, ak Vg € GVh € H: g 'hg € H.
Priklad 4.54. Nech H = {id, (1,2)} C (S3,0). Potom (1,2,3) 10 (1,2) 0 (1,2,3) = (1, 3),

preto H nie je normalna.
Lemma 4.55. Ak (G,-) je komutativna, tak vsetky jej podgrupy si normdlne [2, 1.9.3].
Definicia 4.56. Grupa (G,-) je prostd (angl. simple), ak je koneénéd a jedinymi jej
normalnymi podgrupami si {1} a G.
Priklad 4.57. (Z,,+) alebo (A, 0), kde n > 5 st prosté grupy.
Veta 4.58. Nech H je normdlna v (G,-). Potom predpis aH - bH = (ab)H korektne
definuje operdciu na mnozine G/H a (G/H,-) bude grupou.
Dékaz. Korektnost: Nech aH = ¢H,bH = dH. Chceme (ab)H = (cd)H. Ak aH = cH, tak
cla € H (z Vety 4.45) a tiez ak bH = dH , tak d~*b € H. Chceme (cd)"tab € H. Vezmime
(cd)™tab = d ¢ tab = d~1bb~'c™tab. Tento vyraz patri do H, lebo H je normalna.
Asociativita: (aH-bH)-cH = (ab)H -cH = ((ab)c)H = abcH a tiez aH-(bH-cH) = ...
Neutralny prvok: H,lebo H-aH = 1H -aH =aH =aH - H.
Inverzny prvok k aH je a='H, lebo a'H -aH = (e 'a)H = H a tiez aH - a 'H =
O
Veta 4.59. Nech H je normdlna v (G, ). Potom p: a — aH je surjektivny homomorfizmus
(G,-) na (G/H,-). Zobrazenie p nazjvame projekcia.
Dékaz. p(ab) = (ab)H a tiez p(a) - p(b) = aH - bH = (ab)H. (Surjektivita trividlna.) O
Definicia 4.60. (G/H,-) je faktorgrupa grupy (G,-) podla jej normélnej podgrupy H.
Priklad 4.61. (Z,+)/nZ =: (Zy,+), kde n € Ny.
Priklad 4.62. (R*,-)/{—1,1} = (R*,-), pricom (R*,-)/{-1,1} = {a-{-1,1} | a €
R*} = {{la|], —|a|} | @ € R*}. Bijekcia do R* je dana predpisom {|al|, —|a|} — |a].
Priklad 4.63. (G,-)/{1} = (G,").
Priklad 4.64. (G,-)/G = ({1},-).
Priklad 4.65. (S,,0)/A, = ({-1,1},-).
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4.5.4 Veta Delo

Definicia 4.66. Nech f: (G, ) — (H, o) je homomorfizmus grip. Potom jadro homomor-
fizmu f je mnozina Ker(f) ={a € G| f(a) = 1}.

Lemma 4.67. Homomorfizmus f: (G,-) — (H, o) je prosty, prave ked Ker(f) = {1}.

Dokaz. , = “:1ide vzdy na 1 a ak je zobrazenie prosté, tak ni¢ dalsie nejde na 1.
, <= “: Nech f(a) = f(b). Chceme a = b. Po tiprave f(a)- (f(b))~' = 1. Zaroven
fla)-(f(0))™t = f(ab™'), teda ab™' € Ker(f) + predpoklad ab™! =1, t. j. a = b. O

Veta 4.68 (Delo). Nech zobrazenie o: (G,-) — (H,-) je surjektivny homomorfizmus grip.
Potom Ker(a) je normdlna podgrupa v (G, -).
Dalej B: aKer(a) v a(a) je surjektivny homomorfizmus (G,-)/Ker(a) na (H,").

Poznamka (Pouzitie). Mame dané (G,-), K. Hladame (G, -)/K. Uhadneme (H,-) a
surjektivny homomorfizmus a: (G,-) — (H,-) s jadrom K.

Priklad 4.69. Nech G = (GL,(R),-), K = (SL,(R),-). Uhadneme (H,-) = (R*,:) a
surjektivny homomorfizmus a: A - K — |A].
Musime ukézat, ze « je surjektivny homomorfizmus s jadrom K:

Homomorfizmus: o(AK - BK) = o((AB)K) = |AB| a aj a(AK) - a(BK) = |A| - | B|.

0.
S jadrom K: AK — 1 <= [A|=1 < A e SL,(R).

"0
Surjektivny: pre r € R* vezmeme ( ' ) .
1

Dokaz. Dokaz Vety Delo:

o Ker(a) je podgrupa: Checeme 1 € Ker(a). Nech a,b € Ker(a), t. j. a(a) = a(b) = 1.
Potom a(ab) = ala) - a(b) =1; ala™?) = (afa))t=1"1=1.

o Ker(a) je normalna: Nech h € Ker(a), t. j. a(h) = 1. Nech a € G. Potom
a(a™ha) = ala™) - a(h) - ala) = 1.

e (3 je homomorfizmus: f(aKer(a)-bKer(a)) = f((ab)Ker(a)) = a(ab);
a aj flaKer(a)) - B(bKer(a)) = ala) - a(b) = a(ab).

« [ jesurjektivne: Nech b € H. Potom Ja € G: a(a) = batak f(aKer(a)) = a(a) = b.

o [ je injektivne: Nech f(aKer(a)) = 1y. Potom a(a) = 15 = a, t. j. a € Ker(a), t.
j. (podla 4.45) aKer(a) = Ker(a). Kedze Ker(a) = {1}, pouzijem Lemmu 4.67.

]
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4.6

10.
11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

. Urcte podgrupu Sg generovant permutaciami ¢ = (1,2,3,4) o (5,6,7,8) a 7

Cvicenia

. Popiste grupu symetrii rovnostranného trojuholnika (D3 = S3) jej prezentéciou.

Popiste vsetky podgrupy grupy Zg.
Dokazte, ze M = {a + b7 | a,b € R,a # 0V b # 0} je podgrupou grupy (C*,-).

(1,8,3,6) 0 (2,7,4,5).
Popiste vsetky podgrupy grupy Aj.

Je dané zobrazenie korektne definovanym homomorfizmom, resp. izomorfizmom? Ak
ano, urcte jeho jadro a obraz.

) a: Zg X Zg — Las, ([ale, [b]s) — [4a + 6D]4s, kde a,b € Z;
b) 5: (Ze,+) X (Zg,+) — (Za4, +), ([als, [b]s) > [4a + 6b]24, kde a,b € Z;
) v: (Zs,+) X (Zs,+) = (Zog, +), ([als, [b]s) — [8a + 3b]ay, kde a,b € Z;
) 0: (Zny+) X (Zn,+) — (Zr,+), ([a]7, [b]7) > [ab]7, kde a,b € Z.
Nech (G, o) je grupa. Popiste vSetky homomorfizmy (Z, +) — (G, o).

Popiste endomorfizmus ¢: (Z,+) = (Z,+).
Popiste automorfizmus ¢: (Z,+) — (Z,+).
Ukazte, ze grupy (Q*,-) a (Q,+) nie st izomorfné.
Ukazte, ze grupy (Z,+) a (Q, +) nie st izomorfné.

Nech G je grupa, g € G. Homomorfizmus ¢: (Z,,+) — (G, -) taky, ze ¢([1],) =g
existuje prave vtedy, ked rdd g deli n. Potom je tento homomorfizmus jediny.

Pre ktoré n € N v (S}, 0) existuje podgrupa izomorfna so (Z,,,+)?
Pre ktoré m,n € N je (S, 0,id) izomorfna s podgrupou monoidu (7, o, id)?

Nech G = GLy(R), H = {(&9) | a,b € R*} je podgrupa G. Popiste lavé a pravé
triedy rozkladu G podla H.

Nech G = ({(§%) | a,b € Ria # 0},-), H = {(57) | = € R} je podgrupa G.
Dokazte, ze H je normélna v G a uréte, ¢omu je izomorfnd grupa G/H.

Nech G = ({(ég%) | a,b € Z},-), H= {(é%?) | x € Z} je podgrupa G. Dokazte,
ze H je normdlna v G a uréte, ¢omu je izomorfna grupa G/H.

Nech G = ({(4"") | ae € Zbc € Qd € {1,-1}},), H = {(
Z,q € Q} je podgrupa G. Dokézte, ze H je normélna v G a urcte G/H
Uréte GL,(R)/SL,(R).
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20
21

4.7

[\

o

. Urcte (R, +)/(Z,+).

.G={f:R—=R|3JaecR3IeR:VzeR: f(x) = ar + b}, o). Ktord z podgrip
H={f|3aeR*":Va: f(r)=ax}, K={f|3beR:Va: f(x) =z + b} je norm.”?

Navody k rieseniu cviceni
o Generatory: a = otocenie o %”, t. j. (1,2,3); b = zrkadlenie podla osi y, t. j.
(2,3)
— D, je podgrupou S,, generovanou perm. (1,2,...,n)a (1,n)o(2,n—1)o...
e Pravidla: a® = 1; b®> = 1; ab = baa
¢ Pomocou nich je mozné kazdy prvok vyjadrit ako b'a’, kde ¢ € {0,1}, j €
{0,1,2}
. 0Zg, 1Z¢, 27, 3Zs.

o Uzavrenost: (a + by/7) - (c 4+ dv/T) = (ac + 7bd) + (ad + bc)\/T € M;
e Neutralny prvok: 1 € M <= a=1,0=0;
o Inverzny prvok: Vo € M: 2=t € M.

(o,7) = {id,o,7,0% 0% com,moo,0% 0T}

Ay ={id,a = (1,2) 0 (3,4),b = (1,3) 0 (2,4
(17274)7f = (1a374)7g = (2a374)7h = (
(2,4,3)}.
o R&d 1: {id};
o RAad 2: {a,id}, {b,id}, {c,id};
o Rad 3: {d, h,id}, {e,1,id},{f, j,id},{g, k,id};
o Rad 4: {a,b,c,id};
« RAd 6: (nic¢);
o Rad 12: Ay;
(a) e Korektnost: Ak [als = [c|¢ a [b]s = [d]s, chceme [4a + 6b]4s = [4c + 6d]4s.
Vieme, ze 6 | a — c a 8| b — d. Protipriklad: b=d =8, a="7, c= 1.
o Zaver: nie je zobrazenim.

(b) o Korektnost: Ak [a]¢ = [c]¢ a [b]s = [d]s, chceme [4a + 6b]ay = [4c + 6d]ay.
Vieme, ze 4 |a—ca 6| b—d. Potom aj 24 | 4(a — ¢) + 6(b — d).
o Homomorfizmus:
L: B(([als, [bls) o ([cls, [dls)) = B((la+cle, [b+d]s)) = [4(a+c) +6(b+d)]2a =
[4& + 6b + 4c + 6d]24
P: 5(([ale, [b]s)) + B(([cls, [d]s)) = [4a + 6b]24 + [4c + 6d]24 = [(da + 6b) +
(40 + 6d])24 = L.
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« Jadro: Ker 3 = {([als, []s) | a,b € Z, B(([a]s, [b]s)) = [0]24}.

(lale, [b]s) € Ker B <= B(([als, [b]s)) = [0]24 <= [4a+0blog = [0]24 =
24 |4a+6b <= 12|2a+3b < 3]a,2|b <= a=32,0=2y <=
12| 6x+6y < 2|z+y.

Ker 3 = {([0]g, [0]s), ([0]s, [4]s), ([3]s, [2]s), ([3]s, [6]s)}-

o Obraz (3 je podgrupa v Zay, t. j. je tvaru k- Zoy, kde k | 24 a |k - Zoy| = %
Obraz (3 je v 2 - Zay. Staci ukazat, ze generator 2 - Zoy, t. j. [2]oq4 lezi v
obraze (3. Potom budeme vediet, ze Im 5 = 2 - Zo,.

Teda [4a + 6b]og = [2]os = a=—1,b=1.
e Zaver: je homomorfizmus, nie je izomorfizmus.

(¢) o Korektnost, homomorfizmus: ako v (b).
« Jadro: Ker v = {([0]3,[0]s)}, lebo 24 | 8a + 3b <= 8| b,3 | a. Hom. je
inj.
o Obraz: [1]a4 € Im v (a = —1,b = 3). Hom. je surjektivny.
o Zaver: je izomorfizmus. (Tiez |Zs X Zs| = |Zo4|.)
(d) o Korektnost: plati.

e Homomorfizmus:
L: 8(([alz, [blr) + ([clr. [d]7)) = 6(([a + clr, [b + dly)) = [ab+ ad + be + cd];

P 6((lal7, [b]7)) + 6(([c]7, [d]7)) = lablz + [ed]z = [ab + cd]z # L.
Protipriklad: a =b=1,c=2,d = 3.

o Zaver: Je zobrazenim, nie je homomorfizmom.
7. Kazdy homomorfizmus staci zadat na nejakej mnozine generatorov. Mnozinou
generatorov Z je {1}.
Nech g generuje G. Definujeme zobrazenie a,: 1+ g. Potom a,(1) o ay(1) 0 ay(1) 0
--=gogogo...,teday(n)=g¢"preneN kden=1+1+1+....
Dalej g™ = (¢")~! = (¢71)", teda definujeme Vz € Z: a,(2) = g°.

8. Zobrazenie ¢: (Z,+) — (Z,+) je endomorfizmus prave vtedy, ked pre vsetky z € Z
plati: pp(z) = kz, kde k € Z.

e , = “: Nech ¢ je endomorfizmus, @r(1) = k. Kedze z =1+ --- + 1 pre kazdé
kladné z, tak pr(2) = @r(1) + -+ ¢r(1) =k +--- + k = kz pre kladné z.
Dalej ¢i(1) = ¢r(1 +0) = ¢r(1) + ¢1(0), teda ¢,(0) = 0 = O0k. Z toho
or(—1) = —k a nakoniec ¢(—n) = —kn.

o , <= “:Nechk € Z je také, ze pre vietky z € Z plati: pr(z) = kz. Potom ¢y (z+
y) =k(z+vy) = kz+ ky = ¢r(z) + pr(y). Dané zobrazenie je homomorfizmus.

Potom f: End((Z,+)) = (Z,-). Plati f(¢x) = k. Ak je to izomorfizmus, musi
flowow) = flerler) = flom) = Kl atiez f(or) - flo) =k-L.

Prvia cast overime: (g 0 ¢;)(2) = wr(pi(2)) = @r(lz) = klz a tiez (¢ 0 @) (1) =
or(91(1)) = @i(1) = kI1. Preto f(gx o @) = (pk 0 @1)(1) = KI1.

Druhd cast: f(or) - fler) = eu(1) - @u(1) =k - L.
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9. Aut((Z,+)) = ({1, -1}, ).

10. Kazdé raciondalne c¢islo ¢ ide zapisat ako stucet dvoch rovnakych racionalnych cisel,
teda ¢ = r + r. Ale toto neplati pre stc¢in dvoch rovnakych ¢isel. (Napr. ¢ = 2.)

11. (Z,+) je cyklickd grupa generovana prvkom 1. Naopak (Q, +) cyklickd nie je, lebo
keby a/b bol jej generdtor, tak by nebolo mozné vygenerovat prvok c/d taky, ze
(b,d) = 1, kedZe s¢itanim zlomkov s rovnakym menovatelom dostaneme opét zlomok
s rovnakym menovatelom, prip. nasobky.

g, tak Ya € Z plati p([al,) = ¢*. Ked a = n, tak ¢([n],) = g"

12. |, = “ Ak ¢([1],) =
= ¢([0],)) = ¢° = 1, teda g" = 1. To nastava, prave ked rdd g deli

a zaroven ¢([n],)
n.

» <= “: Ak rdd g deli n, tak ¢g" = 1. Ukazeme, ze predpis ¢([a],) = g* korektne
zadéva homomorfizmus. Korektnost: ¢([a + kn],) = g*™" = g - (") = g7 - 1% = ¢°.
Homomorfizmus: . ..

Tento homomorf. je surjektivny, prave ked g generuje G. p(Z,) = {¢* | a € Z}.

Tento homomorfizmus je injektivny, prave ked rad g je rovny n.

e , <= “: Nech ¢ zobrazi dva prvky na to isté, teda ([a],) = ¢([b],), t. ].
g* =g t.j. ¢° P =1,t. j. 14d g deli @ — b. Rad g je z predpokladu n, takze ak
n| (a —b), tak [a], = [b].-

e , = “: obmenou. Nech rad g je nejaké r # n. Sta¢i uvazovat r < n. Potom

[0],, # ©([r]n) = ¢" = 1, teda ¢ nie je injektivne.

13. (Zy,+) je komutativna cyklické grupa. V S, mozeme generovat cyklické komutativne
podgrupy len a prave jednym prvkom. Postup riesenia je teda zistit vsetky mozné
rady prvkov z S, (pre nas Sig).

Rad permutécie je nsn velkosti jeho disjunktnych cyklov.

Riesenim je n € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 12,14, 15, 20, 21, 30}.

14. Musi platit, ze n > m. T,,, ma m™ prvkov, ale len m! z nich ma inverziu (jedné sa
prave o bijekcie).
Pre m < n ma T, menej invertibilnych prvkov nez S, — teda nemoze existovat
injektivny homomorfizmus z .S,, do T,,.

Pre m > n ma T, aspon tolko invertibilnych prvkov ako je prvkov v S,,. Potom
moze injektivny homomorfizmus fungovat takto: posleme f € S, na g € T,, tak, ze
g(x) = f(x) prex <nag(x)=xprexz>n<m.

15. Tavé: (@0)-H = (;{)-H, praveked(gg)—1~(;{) € H,t.j ked adibc(j;:ggj{:‘;’;) €
H t. j.keddf —bh=0Aag —ce=0.

Pravé: ...be —af =0Ach —dg = 0.

Podgrupa H nie je v G normalna, pretoze lavé triedy sa # pravym.
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16. Normalna: (§5)~1(34)(5%) = (Lo

i ) €
1
Mnozina lavych tried: (8’1’)-]-[:(8511) H, prave ked (¢4)71(5¢) € H, t. j. ked
(efatd=D/e) e H t.j. ked ¢ = a.

Hypotéza: G/H = (R*,-), t. j. h: G/H — (R*,-), kde h((&%) - H) = a.
Korektnost: (&%) - H = (§¢) - H; dokdzané skor.

Homomorfizmus: h((§%) - H - (§¢) - H) = h((§¥ ) - H) = ac a to sa rovnd
h((§9)-H)-h((§9)-H) =a-c

Surjektivny: ak dostaneme r € R*, chceme najst (¢ %) - H také, ze h((¢%) - H) =r.
Volime (5 1).

Injektivny: ak h((&%)-H) = h((§¢)-H), tak a = caz korektnosti (¢4)-H = (§¢)-H.
Alternativne z Vety Delo (4.68): H je jadro surjektivneho homomorfizmu h:
(¢b) e Ker(h), prave ked h((¢?))=1,t. j. keda=1,t. j. ked (¢%) € H.

Potom H je normalna podgrupa v G a plati nasa hypotéza.

),
(6

17. Mnozina I. tried: ( )-H = ( e d-octe’ _b) €eH tjc=a.
0 1

OO
= o
OO
=0

a c 1
! ! )- H, prave ked (8
Hypotéza: G/H = (Z,+), t. j. a: G — (Z, +), kde a((é%%)) —a.

Homomorfizmus: ...

[ele) g
o~

).
Injektivny: H je jadro surjektivneho homomorfizmu a: (é %

a((ég?))—o t.j. ked a =0, t. j. ked’(01a)€H

=N W

Surjektivny: vzorom z € Z je (

) € Ker(a), prave ked

= o

Potom H je normalna podgrupa v G a plati nasa hypotéza.

18. Mnozina I tried: ...2 | f =4 Ah—c=0A%=1,t. j. ked h=cAi=dA[f], = [a]
(poslednd podmienka: kedze i = d, tak z 2 | f — % dostdvame 2 | f — a).
Hypotéza: G/H = (Q,+) x ({1,—1},+) X (Za, +), t. j. a: G = Q x {1, -1} x Zs,
kde a((y3"0")) = (c.d.laly).

Homomorfizmus: ...

V2
).

Surjektivny: vzorom (c,d, [a]2) je (04 0
1

OO
o R

Injektivny: ...
19. Odhad: (GL,(R),-)/SL,(R) = {A-SL,(R) | A € GL,(R)}. V tomto popise

vyslednej mnoziny ale nedokazeme rozlisit dve rozne matice zadavajice rovnaku
mnozinu.

Kedy A-SL,(R) = B - SL,(R)? Préve ked A~'B € SL,(R), t. j. ked |A~'B| = 1,
t. j. ked |A| = | B|. Preto

(GL,(R),-)/SLy(R) = ) ' | SLuR) | re R

1
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10
Této grupa je v bijekcii a s (R*,-), kde « ! -SL,(R) [ =r.
0 . ,
Iné riesenie: kedze |A - B| = |A| - |B|, d& sa odhadnit GL,(R)/SL,(R) = (R*,.).
Potom ¢: GL,(R) — R*, kde ¢(A) = |A|. Potom ¢ je surjektivny homomorfizmus
(vzorom Iub. r € R* je matica vyssie). Nakoniec A € Ker(p), prave ked p(A) =1,
t. j. ked |A| =1, t. j. ked A € SL,(R). Podla Vety Delo. ..

20. Nech z,y € R. Potom 2+ 7Z = y+Z, prave ked x —y € Z, t. j. ked v — |z| =y — |y].
Odhad: (R,+)/(Z,+) = G := ({z € C| |z| = 1}, ). Definujeme ¢: R — G také, ze

o(x) = €. Potom ¢ je homomorfizmus. .. Tento homomorfizmus je surjektivny,
pretoZe kazdé z € C, kde |z| = 1 je tvaru z = €"*™ pre nejaké = € R.

Nakoniec uréime Ker(p). Plati: p(z) = 1, prave ked 2nz € 27Z, t. j. ked = € Z.

21. a) H:Nech h € H, g € G; h(z) = ax, g(x) = bz +c. Pytame sa, ¢i g~ ohog € H:
(97 ohog)(@) = g7 ((g(x))) = g~ (albw + ) = “F5E=2 = ax 4 <7,
Protipriklad: ak h(z) = 2z a g(x) = bx + 1, tak 2z + 1(2 Y ¢ I — nie je norm.

b) K: Analogicky. g~'ochog e K, lebo (g7 ohog)(z) =z + ¢ — K je norm.
Potom G/K = (]R* ) goK =ioK, prave ked g7l oi € K, t. j. ked b = d.
(Lebo g~ oi(x) = g7 (dz + ) = <te=<) Potom G — R*, g+ b.

4.8 Appendix: Sifrovanie

Veta 4.70 (Cinska zvyskova). Nech a,b € Z, m,n € N, (m,n) = 1. Potom
a=b (modm), a=b (modn) <= a=0>b (mod mn).

Dékaz. ,, <= “: Mame kmn = a — b, teda kn-m,km -n | (a —b).
, = “: Mame a — b= km =In, kde m | [, mp = n; teda a — b = Imn. O

Veta 4.71. Nech p,q su dve rozne prvocisla, n = pq. Potom
YaeZ 3keZ: a*™ =1 (modn).

Dokaz. Ak (a,n) = 1, tak plati Eulerova veta: a?™ =1 (mod n). Vezmeme k Iubovolné
a dostédvame (a?™)* = 1% (mod n), teda a**™ =1 (mod n).

Ak (a,n) # 1, tak a = 0 (mod p) alebo a = 0 (mod ¢) (alebo oboje). Na zaklade
Vety 4.70 stadf ukdzat, ze a**(™ =1 modulo p a ¢ zvlast. V prvom pripade a*®-D-1 =
(ap~h)ka=D = 1= =1 (mod p). Analogicky ukdzeme druhy pripad modulo q. O

Veta 4.72 (RSA). Vezmime dve rdzne tajné prvocisla p,q. Spocitajme verejné n = pq.
Spocitajme p(n). Vyberme verejné e také, Ze plati: 1 < e < o(n) a (e, p(n)) = 1. Spocitajme
tajné d také, Ze ed =1 (mod p(n)).

Sifrovanie: ¢ = m® (mod n) (0 < m < n). Desifrovanie: m = ¢ (mod n).

- . @080
https://www.elea.sk 37 Valdemar Svabensky A=Y


https://www.elea.sk

4.9 Appendix: dalsie vlastosti grupovych struktuar

Definicia 4.73. Regularne, inverzné a uplné regularne pologrupy:

« Regularna pologrupa (,Kazdy jej prvok je regularny.“):
Yadb: aba = a

« Inverzna pologrupa (,,Kazdy jej prvok ma jedint inverziu.“):
Yaalb: aba = a,bab =0

« Uplna regularna pologrupa:
Yadb: aba = a,bab = b, ab = ba

\

@

Priklad 4.74. Pologrupa (T'(A), o) je reguldrna; nie je inverzna ani tplne reguldrna.
Priklad 4.75. Pologrupa vsetkych bijekeii (relacii) (B(A x A), o) nie je vzdy reguldrna.

Definicia 4.76 (Problém rozsirenia). Mame dané grupy (G, ), (H,-). Hladdme vSetky

Y

dvojice (K, -), L také, ze (K, -) je grupa, L je jej normalna podgrupa a plati: (L, ) = (G, -)
a zaroven (K/L,-) = (H,-). Potom K je rozsirenim grupy G pomocou grupy H.

Priklad 4.77. Pre dané G, H je prikladom rozsirenia (K = G x H,-), L = G x {1}.
Podla Vety 4.68: a: G x H — H, kde (g, h) — h.

o je morfiamus: a((g, h)-(¢', 1)) = a((gg/, h)) = Wi a0 a((g, h))-a((g', ') = Bl
e « je injektivne: (1,h) — h
e amd jadro K: (g,h) € Ker(a) <= a((g9,h)) =1 <= Ker(a) =G x {1}

Definicia 4.78. Nech (5, -) je pologrupa, a,b € S. Definujeme Greenove relicie L, R, J:
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o alb < dp,qe S':pa=0b,qb=q;

e aRb < Ju,v € S':au="0bv = a;

e aJb < dp,q,u,v € S*: pau = b, gbv = a.

Dalej definujeme Greenove reldcie H,D:

o aHb < aLlbA aRb;

e aDb <= dce S:alcNcRb < 3 € S: aRd NI Lb; resp. LoR =R o L.

Kapitola 5: Okruhy

5.1 Zakladné pojmy a vlastnosti okruhov
Definicia 5.1. Mnozina R s operaciami +, - sa nazyva (komutativny) okruh, ak plati:
1. (R,+) je komutativna grupa,
2. (R,-) je (komutativny) monoid,
3. Va,b,ce R: a-(b+c¢)=a-b+a-¢, (b+c)-a=b-a+c-a (distributivita).
Priklad 5.2. (R,+,-) pre R = Z,,7Z,Q,R, C je okruh.
Priklad 5.3. (Mat,(R),+,") pre R=7,Q,R,C je okruh.

Poznamka. Neutralny prvok komutativnej grupy (R, +) znac¢ime 0 (nulovy prvok, nula),
neutralny prvok monoidu (R, -) znac¢ime 1 (jednotkovy prvok, ,jednicka“).

Definicia 5.4. Okruh ({0}, +,-) je tzv. trividlny. Okruhy s viac ako 1 prvkom su netri-
vidlne.

Definicia 5.5. Netrividlny komutativny okruh R je obor integrity, ak Va,b € R plati:
a,b#0 = a-b#0. (T.j. prave ked (R*,-) je grupoid.)
Prvky a,b € R* také, Zze a - b = 0 sa nazyvaja delitelia nuly.

Lemma 5.6. Netrividlny komutativny okruh R je obor integrity, prdve ked pre kazZdé
a € R*, b,c € R plati: ab=ac => b= c (zdkon o krdteni).

Dékaz. , — “: 0 =ab— ac = a(b—c). V obore integrity zy =0 <= z=0Vy=0.
Kedze a € R*, musib—c=0,t.j. b=c.

, <= “: Nech R je netrivialny komut. okruh, kde plati zdkon o krateni. Ak by existovali
a,b € R* také, ze ab = 0, tak potom ab =0 = a -0, teda zo zédkona o krateni b = 0% . [J
Definicia 5.7. Netrividlny komutativny okruh R je teleso, ak kazdy jeho nenulovy prvok
je invertibilny, t. j. ked Va € R plati: a #0 = a ' € R. (T. j. prave ked (R*,") je
grupa.)

Invertibilné prvky monoidu (R, -) sa nazyvaji jednotky (angl. units) okruhu R.

Priklad 5.8. Najmensie teleso je ({0,1},+,-) (analégia trividlneho okruhu / OI).
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Veta 5.9. KaZdé teleso je obor integrity.
Dékaz. Nech R je teleso, a,b € R*. Potom b =a"'- (a-b), takze a - b # 0. ]
Veta 5.10. KazZdy konecny obor integrity je teleso.

Dékaz. Nech R je koneény obor integrity, a € R*. Kedze (R*,-) je grupoid, predpis
rqo(x) = az definuje zobrazenie r,: R* — R*. Z Lemmy 5.6 plynie, Ze r, je injektivne.
Kedze R* je konefnd mnozina, je r, aj surjektivne. Potom 3x € R*: r,(z) =1, t. j. az =1
a kedZe R je komutativny okruh, z = a~!. O

Poznamka. Hierarchia: telesdé C obory integrity C komutativne okruhy C okruhy.
Q,R,C Z (nie je teleso) Z, (nie je vzdy OI)

Veta 5.11. Z, je teleso, prave ked p je prvocislo.

Dokaz. Ak je p prvocislo, tak Z, je teleso podla 3.12 a 5.9. Ak n := p nie je prvocislo, tak

n = ab, kde 1 < a,b < n. Kedze [a][b] = [ab] = [0], tak [a], [b] st delitelia nuly v Z,. O

5.2 Podokruhy

Definicia 5.12. Nech (R, +, ") je okruh, H neprazdna podmnozina mnoziny R. Potom
H je podokruh okruhu R; piseme H < R; ak plati:

1. Or, 1z € H,;
2. ak a,be H, tak a+b,ab € H,
3. akae H, tak —a € H.

Désledok 5.13. (H,+,-) je okruh. Ak (R,+,-) je komutativny (resp. Ol), tak aj (H,+, ")
je komutativny (resp. OI).

Désledok 5.14. ({0}, +,-) je tzv. trividlny podokruh okruhu R a je to najmensi podokruh.
R je sam sebe podokruhom a to najvacsim. Iné podokruhy ako tieto dva nazgyvame vlastné.

Désledok 5.15. Viastnost byt podokruhom “ je tranzitivna.
Priklad 5.16. (Z,+,) < (Q,+,-) < (R, +,:) < (C,+, ).

Priklad 5.17. Nech n € Z a a = v/—n. Potom Z[a] = {a + ab | a,b € Z} je podokruh
okruhu C [2, I1.3.3].

Priklad 5.18. Volbou o = /—1 = i dostédvame okruh Gaussovijch cisel G := Z]i].

Lemma 5.19. G je obor integrity. Ezistuje v niom delenie so zvyskom. Aj ked podiel a
2vysok nie je urceny jednoznacne, existencia postacuje na dokaz NSD a Bezoutovej rovnosti
pre Gaussove cisla [2, 11.3.4].

Priklad 5.20. (Z,+,-) < (G, +,-) < (C,+,).
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Priklad 5.21. Okruh kvaternidnov tvori mnozina K = {[a + ib+ jc+ kd | a,b,c,d € R}
s operaciami sc¢itania po zlozkach a nasobenim definovanym pomocou nasledovnej tabulky:

x 1 i j k
11 7 j k
ili=-1 k =
JjJj k-1
k kK j -i -1

5.3 Homomorfizmy okruhov
Definicia 5.22. Zobrazenie ¢p: Ry — Ry je (homo)morfizmus okruhu (R, +, ) do okruhu
(B2, ®, 0), ak pre vSetky a,b € Ry plati: p(a+b) = ¢(a) ® ¢(b) a ¢(a-b) = p(a) o (b).

-~

Dalej musi platit este tretie pravidlo, ze p(1g,) = 1g,.

Poznamka. Ide vlastne o hom. grupy (R;,+) do (Rz2,®) a hom. monoidu (Ry,-) do
(RQ, O).

Definicia 5.23. Bijektivny homomorfizmus nazyvame izomorfizmus. Ak existuje izomor-
fizmus medzi okruhmi Ry, Ry, nazyvame ich izomorfné a piseme R; = Rs.

Priklad 5.24. Ak H < R, tak H — R je homomorfizmus okruhov. Obzvlast R = R.
Priklad 5.25. ¢: Z — Z,, kde a — [a],, je homomorfizmus okruhov.
Priklad 5.26. ¢: C — C, kde a — @ (komplexne zdruzené ¢islo, 7.47) je hom. okruhov.

Definicia 5.27. Nech f: (Ry,+,:) — (R2,®, o) je homomorfizmus okruhov. Potom jadro
homomorfizmu f je mnozina Ker(f) ={a € Ry | f(a) = 0}.

Lemma 5.28. Homomorfizmus f: (Ry,+,) — (Rs,®,0) je prosty <= Ker(f)={0}.
Dékaz. Kedze sa jedna o hom. grupy (Ry, +) do (Rz, @), tvrdenie plynie z Lemmy 4.67. [
Veta 5.29. Prosty homomorfizmus ¢ z okruhu R do telesa T existuje, len ak R je OL

Dékaz. Okruh R musi byt netrividlny. Ak by bol R trividlny, tak Ogz — 17 (z definicie),
ale potom (0 + 0) = ¢(0) = 1 a to sa nerovna ¢(0) + ¢(0) =1+ 1=0.

Dalej, okruh R musi byt komutativny. Pri zobrazeni do telesa musi platit ¢(a) - p(b) =
o(b) - p(a), teda p(ab) = p(ba), teda v pévodnom okruhu ab = ba.

Nakoniec, R nesmie mat delitelov nuly. Ak by ab = 0, tak ¢(a) - ¢(b) = ¢(0) = 0.

R je teda netrivalny, komutativny a bez delitelov nuly, teda je to OI. O]
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5.4 Suciny okruhov a podielové telesa
Definicia 5.30. Nech (R, ®,®), (Ry, B, ) st okruhy. Na mnozine R; X Ry definujeme
operacie +, - vztahmi [a, b] +[c,d] = [a® ¢, bEBd], [a,b]-[c,d] = [a®c,b[Dd] (po zlozkach).
Désledok 5.31. (Ry X Ry, +,-) je okruh.
Dékaz. (Ry x Ry, +) je komutativna grupa; nulovym prvkom je [Og,,Og,], opa¢nym k
prvku [a, b] je [—a, —b]. (R X Ry, +) je monoid; jednotkovym prvkom je [1g,, 1g,]. O
Lemma 5.32. Ak Ry, Ry st netrividlne, tak (Ry X Ro,+,-) nikdy nie je obor integrity.
Dékaz. [1,0]-[0,1] = [0,0]. O
Lemma 5.33. Nech R je Ol Definujme na mnozine R x R* reldciu = vztahom |a,b] =
lc,d] <= ad = bc pre vsetky a,c € R, b,d € R*. Potom = je relicia ekvivalencie.
Dokaz. Uvazujme a,c,e € R, b,d, f € R*.

 Reflexivita: [a,b] = [a,b], lebo ab = ba.

o Symetria: ak [a,b] = [c, d], tak ad = bc a z kom. nésobenia cb = da, teda [c, d| = [a, b].

o Tranzitivita: ak |a,b] = [c,d] a [c,d] = [e, f], tak ad = bc a c¢f = de. Po vynéasobeni
f dostavame adf = bef = bde. Z toho adf — bde = 0, teda d(af — be) = 0. Kedze
de€ R*a RjeOl tak af —be =0, t. j. af = be, t. j. [a,b] = [e, f].

(V dokaze tranzitivity nesmieme ndsobit inverziou d ! — t4 nemusi vobec existovat!) [J

Dosledok 5.34. Relacia ekvivalencie = wurcuje rozklad na mnozine R X R*. MnoZinu
R x R*/ = tried tohto rozkladu oznacime Q(R). Triedu obsahujicu prvok |a,b] oznacime

7. Potom plati: ¢ = § <= ad = bc (krizové pravidlo pre zlomky).

Veta 5.35. Nech R je O[ Definujme sicet a sicin dvoch prvkov §,5 € Q(R) vztahmi
44 &= adtbe na . 4 (qidet q sucin zlomkov). Potom +,- si operdcie na Q(R) a

bd b d
(Q(R),+, ) je teleso, tzv. podielové.
Dékaz. Korektnost (+, - st operécie) ak 3= z,/, ¢=S kdea,d',c,d € R, b,V,d,d € R,
tak musf ¢ + =2 +< 2. =9 Toplatl [2, 11.4.15].
(Q(R ) +) je kom. grupa: platl korn asoc., nulovy prvok je % a opacny k ¢ je =%
(Q(R),-) je kom. monoid: plati kom., asoc., jednotkovy prvok je % Plati distributivita.
(Q(R),+,") je teda kom. okruh. Je aj netrividlny, lebo ak by ¢ = 1, tak by 0 = 1.
(Q(R) ,+) je teleso: ak ¢ # 2 tak a # 0, teda £ € Q(R). Plati -2 = 1, teda

(%)_1 o takze kazdy nenulovy prvok ma inverziu. O

Veta 5.36. Nech R je OI Potom zobrazenie k: R — Q(R) definované k(a) = § pre lubo-
volné a € R je injektivny homomorfizmus okruhov. Ak je R teleso, tak k je izomorfizmus.

Dokaz. Nech a,b € R. Homomorfizmus: k(a) + k(b) = ¢ + b = lotlb — atb — f(q 4 p),

dalej k(a) - k(b) = ¢ -2 =% = % — k(ab) a tiez k(1) = 1 (jednitka ide na jednicku).
Injektivny: ak k(a) = k(b), tak ¢ =%, t.j.a=a-1=1-b=0.
Nech R je teleso, a € R,b € R*. Surjektivny: k(ab™!) = %_1 = %, lebo ab™'b = la.
Potom £ je izomorfizmus. O

Definicia 5.37. Q := Q(Z).

Veta 5.38 (O univerzalite). Nech R je OI, T je teleso a a: R — T prosty homomorfizmus.
Potom ezistuje jeding homomorfizmus 5: Q(R) — T taky, Ze f ok = a [2, 11.4.19].
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5.5

Charakteristiky okruhov

Definicia 5.39. Bud R okruh. Najmensie n € N také, Zze nl = 0 nazyvame charakteristika
okruhu R. Ak také n neexistuje (t. j. k1 # 0 pre kazdé k € N), tak n := 0.

Poznamka. Ak char. n okruhu R nie je 0, tak n je rdd 1 v grupe (R, +) [2, 11.2.2].

Priklad 5.40. Charakteristiky okruhov Z, Q, R, C su 0. Charakteristika Z,, je n.

Lemma 5.41. Charakteristika oboru integrity je bud 0 alebo prvocislo.

Dokaz. Ak by n = kl, kde k,1 > 2, tak (1+---+1)(1+---+1) (postupne k-krét a I-krat)
ma delitelov nuly. O

5.6

1.

2.

Cvicenia
St okruhy (Z,+,) x (Z,+,-) a (Z[i],+, -) izomorfné?
Su okruhy (R, +,-) x (R, +,-) a (C,+,-) izomorfné?
St okruhy (Q[v/5], +,-) a (Q[v/3], +, -) izomorfné?
Existuje injektivny homomorfizmus zo (Z, +, -) do nejakého telesa?
Existuje injektivny homomorfizmus zo (Zs, +, ) x (Zs3,+,-) do nejakého telesa?
Co sa stane, ak definujeme ekvivalenciu z Lemmy 5.33 na okruhu R = Z,?

Pre okruh (R, +,-) definujeme okruh (R[i],+,-) vztahmi: R[i] = R x R, (a,b) +
(¢,d) = (a+c¢,b+d), (a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + bc). Prvky mozete pisat v tvare
a + bi. Aky tvar maja prvky Q(Z[i])?

. Dokézte, ze okruhy ((Q(Z)[3], +,-)) a (Q(Z][t]),+, -) st izomorfné.

Navody k rieseniu cviceni

. Nie st. G = (Z[i],+,-) je OL, ale (Z,+,-) X (Z,+,-) nie je OL Napr. (1,0) - (0,1) =

(0,0).

Nie si. C je teleso a teda OI, ale (R, +,-) x (R, +,-) nie je OL Napr. (1,0)-(0,1) =
(0,0).

. Nie, pretoze v/5 ¢ Q[v/3].

Nech p je prvocislo, \/p ¢ Q. Ak by \/p € Q, potom /p = a/b, kde a,b € N a
NSD(a,b) = 1 (v opatnom pripade ich mézeme krétit). Upravou dostaneme rovnost
p-b? =a? teda p | a®

VP €N, teda p | a (to je vidiet z toho, Ze a ma jednoznac¢ny rozklad na prvocisla
a a®> m4 ten isty rozklad, ale kazdy ¢len je umocneny na druhii) a moZeme pisat
a = pz,z € N. Potom ale p-b? = p?- 2% a b? = p- 22, teda p | b? a preto tieZ p | b.
Nasli sme delitela a, b rozneho od 1, ¢o je spor.
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Predpokladajme, Ze v/5 € Q[v/3], teda v/5 = a+bv/3, kde a,b € Q, b # 0 (to mdZeme
predpokladat, lebo /5 ¢ Q). Umocnime obe strany vyrazu: 5 = a? + 2aby/3 + 3b%.

Predpokladajme 7e a # 0, potom tpravou rovnosti dostaneme vyraz /3 = (5 —

— 3b%)/2ab € Q — spor. Nech teda a = 0, potom V5 = by/3, teda v/5v3 = 3b € Q.
Dokéieme, ze V15 € Q. PouZijeme rovnaky postup ako pri dokaze, ze \/p € Q.

4. £ (Z,+,-) = (R, +,-), kde f(a) =

5. Nie. V (Zy x Z3) existuju delitelia nuly, napr. (0,1)-(1,0) = (0,0). Této vlastnost sa
zachova aj v obraze (delitelia nuly ostavaju pri lubovolnom rozsireni daného obrazu),
ktory potom nemoze byt podgrupou telesa.

6. Potom = nie je reldciou ekvivalencie. Napr. v Zy je [2,2] = [0,2], lebo 2-2=10-2
a [0,2] = 1[0,1], lebo 0-2 = 0-1, ale [2,2] = [0,1] by dalo 2-1 = 02, teda
2 =0 % . Potom = nie je ekvivalencia (a teda neurcuje rozklad na mnozine, ako je
pozadované).

Toto plati pre vsetky Z,, kde n je zlozené, lebo potom R nie je OI.
7. Gaussove raciondlne ¢isla Q[i] :== Q(Z[i]) = {a +bi | a,b € Q}.
8. f([a,b],[c,d]) = [(ad + cbi), (bd)], teda (a/b) + (ci/d) = (ad + cbi)/(bd).

Kapitola 6: Varenie cisel
Motivacia:

Ny: Vieme +, -, <. Nevieme odcitaf.

Z: Vieme +, -, <, —. Nevieme delit nenulovym prvkom.

Q: Vieme +, -, <, —, +. Neexistuji konvergentné Cauchyovské postupnosti.

R: Vieme +, -, <, —, +. Nevieme odmocnovat (R nie s algebraicky uzavrené).
C: Vieme +,-, <, —, +, VR

Definicia 6.1. Konstrukcia Ny (Z-F teéria mnozin): 0 := 0, n + 1 := n U {n}. Potom Ny
je najmensia mnozina obsahujica ) a uzavreta na operaciu ’ definovani n’ = n U {n}.

Priklad 6.2. 1= 0+1—=0U {0} = {B},2=1+1=10{1} = {0} U {{0}} = {0, {0}},

Definicia 6.3. Operacie na Ny:
e m<n <= maqmn;
e MmN &< m<nVm=n;

e m+0=m, m+1=nm, m+n=(m+1)+(n—1);
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e m-0=0, m-1=m, m-n=m-(n—1)+m.

Definicia 6.4. Konstrukcia Z: na Ny x Ny definujeme relaciu ~ tak, ze (a,b) ~ (¢,d) <=
a+d = b+ c. Potom ~ je ekvivalencia. Celé ¢isla definujeme ako triedy ekvivalencie
[(a,b)]~ usporiadanych dvojic (a,b) dvoch prirodzenych ¢isel. Namiesto [(a,b)]. piSeme
a—b.

Definicia 6.5. Operacie na Z:
e (a=b)+(c—d)=(a+c)— (b+4d);
e (a—0b)-(c—d)=(ac+bd) — (ad + bec);
e a—b<c—d <<= a+d<b+ec
Definicia 6.6. Konstrukcia Q: pozri Definiciu 5.37.
Definicia 6.7. Operacie na Q: 3 < 5 <= ad < bc, pre a,b,c,d > 0.

Kapitola 7: Polynémy

7.1 Zakladné pojmy

Definicia 7.1. Analytickd definicia polynému ako zobrazenia nevyhovuje v algebre.
Polyném tu budeme uvazovat ako postupnost koeficientov.

Nech R je okruh. Polyném nad okruhom R je nekoneénd postupnost f = (fo, f1,.-.),
kde f; € R pre i € Ny také, ze mnozina {i € Ny | f; # 0} je kone¢n4.

Poznamka. Prvky fo, f1,..., fi,... nazyvame koeficienty polynéomu.
Nulovy polyném (,nula“) je nekonecnd postupnost 0 = (0,0,0,...,0,...).
Jednotkovy polyném (,jednicka“) je nekoneénd postupnost 1 = (1,0,0,...,0,...
Konstantny polyném je nekoneéna postupnost a = (a,0,0,...,0,...), kde a € R.

).

Definicia 7.2. R|x] je mnozina vSetkych polynémov nad danym okruhom R.

Veta 7.3. Bud R okruh. Na R[z| definujeme operdcie +, - vztahmi

(f+9)i=fi+a, (f-9)i=D_ fr gi-n
k=0

Potom (R[z],+,-) je okruh (,okruh polynémov®) nad R. Ak je R kom., tak aj R[z] je
kom.

Dékaz. Korektnost: +,- st operdcie na Rz], lebo f + g, fg su polynémy. Totiz ak f,g €
Rx], tak f + g, fg € R[z], lebo mnoz. {i € Ny | fi +¢;: #0},{i € Ng | > frgi—r # 0} st
k=0

konecné.

KedZe s¢itanie polynémov je definované po zlozkéach, (R[z], +) je kom. grupa. Plati
kom., asociativita, nulovym prvkom je nulovy polyném a opaénym k f je (—fo, —f1,...).

Dalej (R[z],-) je monoid. Jednickou je jednotkovy polyném (asociativitu netreba na
skusku, dokaz je v [2, 11.5.2]). Overime tiez distributivitu.

Ak je R kom., tak Vf, g € R[z]|: (fg)i =+ = (9f): (z definicie). O
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Poznadmka. Hovorime polyném f nad okruhom R“ alebo znacime f € R[z].

Definicia 7.4. Nech f je nenulovy polyném nad okruhom R. Najvacsie n € Ny také, ze
fn # 0 sa nazyva stuperi polyndmu f a znad¢i sa st(f). Stupen nulového polynému je —oo.
Koeficient f, sa potom nazyva vedici koeficient polynému f.

Veta 7.5. Ak je R OI, tak aj R[x] je OL

Dékaz. Ak je R OI, tak R[z] je kom. okruh podla Vety 7.3. Ten je netrividlny, lebo
obsahuje aspon dva rézne prvky: nulu a jednicku. Ak by existovali nenulové polynémy
f,g € R[z] také, ze fg = 0, tak by sucin ich vedicich koeficientov bol 0, ale R je OI %
. O

Lemma 7.6. O generujicich polynomoch platia nasledovné tvrdenia:
o Konstantné polynomy su nulové polynomy alebo polynomy stupna 0 a su tvaru
a:=(a,0,0,0,...,0,...), kde a € R;
e Linedrne polyndmy si polynomy stupnia 1 a si tvaru x = (0,1,0,0,...,0,...);
o Kvadratické polynémy si polynémy stupria 2 a si tvaru z* = (0,0,1,0,...,0,...);
o Kubické polynémy si polynémy stupria 3 a si tvaru x® := (0,0,0,1,0,...,0,...).

Veta 7.7. Nech R je okruh a f € (R[x],+,") je polyndm stupria n. Potom f = f, - z" +
o+ fr-x+ fo. (Jednotlivé koeficienty f; chdpeme ako konstantné polyndmy.)

Dékaz. Indukciou z definicie ndsobenia polynémov dostaneme (z¥), =1 a (z*); = 0 pre
i K Preto (a4 frea ot fo)i= 3 (et = £ fue (@)= i 0

Veta 7.8. Nech f,g su polynomy nad okruhom R. Potom:

1 st(f +g) < ma{si(f), st(g)};
2. st(f-g) < st(f) + st(g). Ak R je OI, tak tato nerovnost prejde v rovnost.
Dékaz. Nerovnosti plyni okamzite z definicie st¢tu a stic¢inu polynémov (7.3).

Ak Rje Ol ast(f) =n >0, st(g) = m > 0, potom (fg)nim = fugm # 0, takze

st(fg) = st(f) + st(g). Ak f = 0 (alebo g = 0), tak fg = 0, preto st(fg) = st(f) +
st(g) = —o0. O

Lemma 7.9. Nech R je Ol a f € R[x]. Potom f je jednotka okruhu R[x], prdave ked f je
konstantny polynom, ktory je jednotkou okruhu R.

Dékaz. ,, <= “: Zrejmé. , => “: Nech R je Ol a f jednotka v R[z]. Potom 0 = st(1) =
st(f - f71) = st(f) + st(f1), takze st(f) = st(f~1) = 0. Teda f je konstantny polynom,
ktorého inverzny prvok je f~!, teda f je jednotkou v R. m

Désledok 7.10. Okruh R[z] nemdze byt nikdy teleso, lebo polyndm x memd inverziu.

Priklad 7.11. Ak R nie je OI, tak mo6zu existovat nekonstantné jednotky v R|x]. Napr.
v Zylz] méme f =g =2x+1apotom fTl=ga fg=1.

Definicia 7.12. Nech R je teleso. Polynémy f,g € R[z| sa nazyvaji asociované, ak
existuje nenulové ¢ € R také, ze f = cg.
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7.2 Delitelnost polynémov

Veta 7.13. Nech R je OI, f,g € R|x] a vedici koeficient polynému g je jednotkou v
R. Potom ezistuje prdve jedna dvojica polynémov q,r € Rlx| takd, Ze st(r) < st(g) a
f=a9+r.

Dékaz. FEzxistencia q,r: Ak st(f) < st(g), tak r :== f a ¢ := 0. Nech st(f) > st(g). Vedme
indukciu k n = st(f):

o Bédza: Ak n =0, tak m = st(g) = 0. Z Lemmy 7.9 vyplyva, ze g ma inverziu v R[x].
Potom r:=0aq:=g 'f.

o [P: Lubovolny polyném stupna mensieho nez n je mozné delit so zvyskom.

o IK: Nech n > m > 0. Polyném p = (fng.})z" ™g mé vedici koeficient f, a
stupen n. Potom polyném h = f — p ma stupen mensi nez n a z IP plynie, ze
existuje dvojica polynémov ¢,r € R[z| takd, ze st(r) < st(g) a h = qg + r, Teda
f=p+tag+r=g(fngla" ™ +q)+r, takZe f je mozné delit so zvyskom polynémom
g.

Jednoznacnost q,r: Ak R nie je OI, tak ¢, nemusia byt urcené jednoznac¢ne. Nech
pre f,g € R[x], g # 0 plati: f = qg+r = ¢'g+ 1, kde st(r), st(r') < st(g). Teda
r—r"=g(¢ — q), takze z Vety 7.8 plynie, ze st(g) > st(r — 1) = st(g)+ st(¢' — ¢). Potom
ale st(¢' —q) = —00, t. j. ¢ —q=0. Potom aj r —r' =0, takze g = ¢ a r = 1. ]

Priklad 7.14. Podiel a zvySok nie st urcené jednoznacne, ak vedici koeficient polynému
g nie je jednotkou daného okruhu. Napr. nad okruhom Z, plati: 2z +1=1-(2x4+1)4+0 =
202z +1)+ 1.

Veta 7.15. Nech R je teleso, f, g si nenulové polyndmy v Rlx|. Potom existuje NSD(f, g).

Dékaz. 7 Vety 7.13 plynie, ze In € Ny a polynémy q1,. .., Gns1,71,- .-, Tny1 € R[] také,
ze st(g) > st(ry) > st(r,) <0 a plati:

f:q1'g+r17
g=qz-7T1+ 72,
rL=4q3 72+ 73,

Th-2 = qn * Tn_1 7+ Tn,

Tn—1 = dqn+1 " Tn
Potom r,, = (a,b) ako vo Vete 2.18. O

Veta 7.16 (Bezoutova rovnost). Nech R je teleso, f,g si nenulové polynomy v R|x].
Potom ezistuji polynomy u,v € R[zx] také, Ze fu+ gv = (f,g).

Dokaz. Analogicky ako Veta 2.20. O
Definicia 7.17. Polyném sa nazyva normovany, ak je jeho veduci koeficient rovny 1.

Lemma 7.18. Pre lubovolné dva polynomy existuje ich normovany NSD |2, 11.5.22].
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7.3 Rozklad a ireducibilita polynémov

Definicia 7.19. Nech R je komutativny okruh. Prvok a € R je ireducibilngm prvkom R,
ak je nenulovy, nie je jednotka a nema vlastnych delitelov v R.

Poznamka. Toto odpoveda takym konstantnym polynémom, ktoré su ,prvocisla‘.

Definicia 7.20. Nech R je okruh. Polyném f € R|x| je ireducibilng nad R, ak je
nekonstantny a nedé sa rozlozit na sucin dvoch nekonstantnych polynémov.

Veta 7.21. Nech R je teleso. Polynom f € R[x] je ireducibilngm prokom R[zx], prdve ked
je nekonstantny a nedd sa rozloZit na sucin dvoch nekonstantngch polynomov.

Dokaz. ,, <= “: 7 definicie. , = “: Ak je f ireducibilny, tak je nekonstantny a nema
vlastnych delitelov. Nech g je vlastnym delitelom polynému f. Potom g nie je konstantny
a ani nie je asociovany s f a plati f = gh. Polyném h je nekonstantny, lebo inak by bol g
asociovany s f. Teda polyném, ktory ma vlastnych delitelov je mozné rozlozif na sicin
nekonstantnych polynémov. O

Poznamka. Veta hovori, ze ak R je teleso, tak polynéomy ireducibilné nad R splyvaju
s ireducibilnymi prvkami okruhu R|x].

Priklad 7.22. Polyném 2 je ireducibilnym prvkom okruhu Z[z]. Polyném 2z je ireducibilny
nad Z, ale nie je ireducibilnym prvkom Z|z], lebo 2 je jeho vlastny delitel.

Priklad 7.23. Ak je R OI, tak kazdy linearny polyném je ireducibilny nad R.

Priklad 7.24. Kazdy kvadraticky polyném so zapornym diskriminantom je ireduc. nad
R.

Lemma 7.25. Nech R je teleso, h, f nestdelitelné polynémy nad R a g € R[x] polyném
taky, ze h| fg. Potom h | g.

Dokaz. Kedze (h, f) = 1, tak podla Vety 7.16 Ju,v € R[x]: hu+ fv = 1. Teda ghu+gfv =
g.- Kedze h | ha h| fg, tak h | g. O

Veta 7.26. Nech R je teleso, f € R[z| je nenulovy polyném. Potom existuji k € Ny,
ireducibilné normované polynémy p1,...,pr € Rlx| a prvok a € R tak, Ze f = apy ... px.
Tento rozklad je jednoznacny (aZ na poradie cinitelov).

Dékaz. Ezistencia: indukciou podla n = st(f). Baza: n = 0 = rozklad na prvocisla.
IP: kazdy nenulovy polyném nad R stupna mensieho nez n > 0 ma rozklad nasho tvaru.
IK: nech f € R[z] je polyném stupna n. Ak je f konstantny alebo ireducibilny, potom
tvrdenie zrejme plati. Nech je teda f nekonstantny reducibilny v R. Potom f = gh je
stic¢inom dvoch nekonstantnych polynémov g, h € R[z]. Podla Vety 7.8 je st(g), st(h) <
st(f). Podla IP je mozné rozlozit g, h na sucin ireducibilnych polynémov. Teda aj f.
Jednoznacnost: nech f =apy...pr = bgy1 ... q st dva rozklady polynému f na sicin
ireducibilnych normovanych polynémov. Postupujeme indukciou podla k. Baza: f = a = b.
IP: rozklad je jednoznaény pre k > 0. IK: py | bqy . . . ¢;. Ak by sa py, nerovnalo ziadnemu
Z qi,-..,q, bolo by (pk,q1) = -+ = (pg,q) = 1, ¢o je spor s Lemmou 7.25. Teda musi
existovat ¢+ = 1,...,[ také, ze pr = ¢;- Teda ap;...pr—1 = bq1 ... ¢i—1¢;+1q su rozklady
polynému stupna mensieho nez n na sucin ireducibilnych polynémov. Z IP je tento rozklad
jednoznacny, takze aj rozklad f je jednoznacny. O
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7.4 Korene polynémov

Definicia 7.27. Nech R je okruh, f = a,z" 4+ -+ + a1z + ay € R[z], ¢ € R. Potom prvok
f(c) == anc™ + - -+ + ayc + ag nazyvame hodnota polynému f v prvku c.

Veta 7.28. Nech R je komutativny okruh, f,g € R[z], ¢ € R. Potom (f + g)(c) =
fle) +9g(c) a tiez (f - g)(c) = f(c) - g(c).
Dokaz. + zrejmé. Ak f = a,x" + - —|—a1w+ao, g = bpa™ -+ biw+ by, tak (f - g)(c) =

nimiak-bi_k-ciaajf(@'() Zaz Zbc? ZZazcbc]—ZZazch O
=0 k=0 =0 j= =0 j=

Definicia 7.29. Nech R je okruh, f € R[z|, ¢ € R. Potom ¢ je korern polynému f, ak
f(c)=0.

Veta 7.30. Nech R je komutativny okruh, f € R[z]|, ¢ € R. Potom c je koreriom polyndmu
f, prdve ked (x —c) | f.

Dékaz. ,, = “: Podla Vety 7.13 dq,r € R[x]: f = q(x — ¢) + r, kde r je konStantny.
Potom r = f —q(x —c¢) ar =r(c) = f(c) — q(c)(c — ¢) = 0. Teda zvysok je nulovy a
(-0 f.

p<=“t Ak (x —¢) | f, tak f = q(x — ¢) + 0. Potom f(c) = ¢(c)(c —¢) = 0. O

Definicia 7.31. Nech R je komutativny okruh, f € R[z|, ¢ € R korenom f. Potom ¢islo
k € N je ndsobnost koreia ¢, ak (x —c)* | fa (z —c)*1 1 f.
Korene nasobnosti 1 nazyvame jednoduché. (0-nasobny koren by nebol koreriom.)

Veta 7.32. Nech R je OI. Potom nenulovy polynom f € R[z] md najviac n = st(f)
korenov, ak pocitame aj nasobné.

Dokaz. Indukciou. Baza pre n = 0 je trividlna, pretoze konstantny polyném nema korene.
IP: polyném stupna n ma najviac n korenov. IK: nech f je polyném stupna n + 1. Ak
existuje ¢ € R, ktoré je korenom f, potom podla Vety 7.30 existuje ¢ € R[z] taky, ze
f =q(x — ¢), pricom ¢ je stupna n. Podla IP mé teda ¢ najviac n korenov. Kazdy kore
polynému ¢ je aj korenom f a kazdé d # ¢, ktoré je korenom f je aj korenom ¢. Potom f
ma najviac n + 1 korenov. ]

Definicia 7.33. Nech R je okruh, f € R|x]. Definujme zobrazenie ~(f): R — R vztahom
v(f)(c) = f(c) pre kazdé ¢ € R. Zobrazenie v(f) nazyvame polynomickd funkcia urcend
polynémom f.

Lemma 7.34. Nech R je nekonecny OI, f,g € R[x]. Potom v(f) = ~(g), prdve ked
f=g

Dékaz. ,, < “:Zrejmé. , = “: Ak vy(f) = v(9), tak Ve € R: (f—g)(c) = f(c)—g(c) = 0.
Preto polyném f — g ma oo mnoho korenov v R. Z Vety 7.32: f —g =0, teda f =¢g. [

Poznamka. Na polynémy nad Z, Q, R, C sa mozeme divat ako na funkcie. Neplati to ale
napr. nad Zs,, kde rozne polynémy z, 22 uréujt rovnaki polynomickud funkeiu.

Definicia 7.35. Nech f = a,2" + --- 4+ a1 + ap je polyném nad okruhom R. Polyném
' =na,x" ! + -+ 2asx + a; nad okruhom R sa nazyva derivdcia polynému f.
Pre k € N zna¢ime k-tu deriviciu polynému ako f®*)
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Veta 7.36. Nech R je okruh, f,g € R[x]. Potom:

(f+9)=f+4d; (
(f9) = fg+fd (2)

Dokaz. (1): (f+9))i=(+1)-(f+9)ir1=(+1) fisrx + (+ 1) gixa = ()i + (9):-
(2): Najprv v Specidlnom pripade f = az", g = bax™. Potom (fg) = (abx™™™) =
(n +m)abz" ™™ 1 a tiez f'g+ f¢ = nax™ tbx™ + ax"mbx™ 1.
IP: (2) plati pre polynémy f, g aj f, h. Potom (f(g+h))" = (fg+fh) = (fg)'+(fh) =
flg+fgd+fh+fh = f(g+h)+ f(g+h), takze (2) plati aj pre polynémy f, g+ h. Kedze
kazdy polyném je stcet polynémov tvaru az™, vztah (2) plati pre lubovolné polynémy. [

N
N—

Veta 7.37. Nech R je komutativny okruh, k € N. Ak je ¢ € R k-ndsobnym koreriom

polynému f € R[z], tak je ¢ koreriom polynémov f', ..., f*=1.

Doékaz. Indukciou podla k z 7.36 (2) dostavame: ((x — ¢)*) = k(z — ¢)*~1. Teda ak
f=glx—oF tak f' =g (x — ) + gh(z — )" = (z — ) (kg + ¢/ (z — C)) O
Veta 7.38. Nech R je teleso charakteristiky 0, k € N. Potom ¢ € R je k-ndsobnym
koreriom polynému f € R|x], prdve ked je ¢ koreriom f, f',..., f*=V a nie je koreriom
f),

S kazdou derivdciou sa ndasobnost korena znizi o 1.

Dokaz. ,, = “: Nech ¢ je k-nasobnym koretiom polynému f. Potom f = g(x — c)*,

kde z — ¢ 1 g. Z dokazu Vety 7.37 vieme, Ze f' = (x — ¢)¥1(kg + ¢'(z — ¢)). Ak by
(x — )% | f', tak by (z — ¢) | kg, teda by h(z — ¢) = kg = (k1)g. Pritom k1 # 0, lebo R
m4 charakteristiku 0. Potom by g = h(z — ¢)(k1)™!, takZe by (z —¢) | g % . Tym sme
dokazali, Ze ¢ je (k — 1)-ndsobnym koreriom f.

, <= “: Nech je ¢ koretiom f, f',..., f*=1 a nie je koretiom f*). Nech n je ndsobnost
korefia ¢ polynému f. Potom (z —c) deli f, f/,..., f™ Y anedeli f™. Polozme n = k. [

7.5 Polynémy nad telesom komplexnych cisel

Definicia 7.39. Teleso R sa nazyva algebraicky uzavrené, ak kazdy nekonstantny polyném
z R[x] ma koren v R.

Veta 7.40 (Zakladna veta algebry). Teleso C je algebraicky uzavrené (2, 11.7.2].
Veta 7.41. Ziadne konecné teleso nie je algebraicky uzavrené.

Dékaz. Nech R ={ay,...,a,} je konetné teleso (|R| > 2). Potom polyném (z —ay)---- -
(x — a,) + 1 nema koren v R. O

Veta 7.42. Teleso je algebraicky uzavrené <= ireduc. polynomy v riom su prave linedrne.
Désledok 7.43. Polynom f € Clx] je ireducibilng v C, prave ked je linedrny.

Dokaz. ,, <= “: 7723 ., = “: Ak je f ireducibilny v C, tak je nekonstantny, takze
podla 7.40 mé koren ¢ € C. Potom (x — ¢) | f a kedze f je ireducibilny, musi byt
linearny. [
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Veta 7.44 (Vztah ireducibility a koretiov). Nad telesom R pre polyném f € R[z]| stupria
n plati:

e Pren=1:f je ireducibilny = [ md koren.
e Pren=2,3:f je ireducibilny <= f nemd koren.
e Pren > 4: f je ireducibilny = [ nemad koren.

Veta 7.45 (Jednozna¢nost vyjadrenia). Nech R je algebraicky uzavreté teleso charakte-
ristiky 0, a € R* je jeho nenulovy prvok, f € R[z| je nenulovy polynom, c1, ..., ¢, si jeho
jednoduché korene, dy,...,d, su jeho ndsobné korene ndsobnosti ki, ..., k; > 2, pricom
vsetky korene si po dvoch rozne. Potom kazdy f je mozné vyjadrit ako

f=alx—c)...(x—c)(x—d)". . (z—d)k,
kde st(f) =p+ki+---+ky=n.
Désledok 7.46. Polynom f/NSD(f, f') md rovnaké korene ako f, vietky jednoduché.

Dékaz. f'=a(x —d)"= ', (x —d)b Yz —1L) ... (x —1,)%, kde ey, ... e, > 1. Dalej
NSD(f, f') = a(x — dy)f =1 .o (z — dy)r L. O

7.6 Polynémy nad telesom realnych cisel

Definicia 7.47. Nech ¢ = ¢; + icy je komplexné ¢islo, ¢1, co € R. Potom ¢islo komplezne
zdruZené k ¢ je ¢ = ¢; — icy.

Lemma 7.48. Nech c,e € C. Potomc+e=¢C+¢€atieZc-e==¢C-e.

Veta 7.49. Ak je ¢ € C koreriom polynému f € R|x|, tak aj € je koreriom tohto polyndmu.

Doékaz. Nech f(x) = St a f(c) = 0. Potom f(c) = Sad = Yad = S ad =
i=0 i=0 i=0 i=0

i a;ct =0=0. O
i=0

Veta 7.50. Ireducibilné polyndmy v Rx] si prdve linedrne polynomy a kvadratické poly-
nomy so zapornym diskriminantom.
Doékaz. ,, <= “: Kazdy linedrny polyndém je zrejme ireducibilny. Takisto kvadraticky so
zapornym diskriminantom, lebo nema realne korene.

, = “: Ak je f ireducibilny v R, tak podla Zakladnej vety algebry méa koren ¢ € C.
Ak c € R, tak (z — ¢) | f, takze f musi byt linedrny. Ak ¢ € R, tak z Vety 7.49 plynie, ze
polyném g = a(x — ¢)(x —¢) € R[z], kde a € R* deli f, t. . ze f = a(z —¢)(x —T)g je
kvadraticky polyném so zépornym diskriminantom. To, Ze skuto¢ne g € R[z] dokazuje
vztah: f = hg, f = f = hg = hg = hg, teda g = 3. O]
Veta 7.51 (Hornerova schéma). Nech a,z"™ + -+ ez + ag € Rlz], kden > 2 a a,, # 0.
Nech ¢ je kandidat na koren.

Nech p je predoslé policko tabulky. Potom a = bq + r, resp.

anx" + -+ ayx +ag = (by_12" -+ biw +bo)(z — ) + fep+ ag),
kde bp,_1 = ap,by—o = byt + ap_1,...,bg = cby + aq, f(c) = cby + ag.

Poznamka. Pri hladani korenov Hornerovou metédou potrebujeme minimum operacii.
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Qp | Ap—1 Ap—2 . a;

c|ay| can+anq|clcan+an1)+anao|... | cp+a

7.7 Polynémy nad okruhmi racionalnych a celych cisel

7.7.1 Primitivne polynémy, obsah
Definicia 7.52. Polyném f € Z[z] je primitivny, ak NSD jeho koeficientov je 1.

Lemma 7.53 (Gaussova). Stucin dvoch primitivnych polyndmov je primitivny polynom.

Dokaz. Nech g = bp,a™ 4 --- + by, h = cpa™ + -+ 4+ ¢y su dva primitivne polynoémy,
b, cn # 0, m,n € N. Pre spor predpokladajme, ze gh nie je primitivny. Potom existuje
prvocislo p, ktoré deli vsetky koeficienty polynému gh. Avsak, p nemoéze delit vsetky
koeficienty polynémov g, h, lebo g, h st primitivne.

Nech teda 7, j st ¢o najmensie celé ¢isla také, Ze koeficienty b;, ¢; nie st delitelné p.
Potom koeficient polynému gh na indexe i + j, teda (gh);+; je tvaru

boCH_j + b10i+]’_1 + -+ bi_16j+1 + biCj + bi+1Cj_1 + -+ bi+j_101 + bi—l—jCO'

Vieme, Ze p ma delit by, ..., b;—; ale nie b;; podobne p ma delit ¢y, ..., c;j_; ale nie ¢;.
Potom kedze p 1 b; a zaroven p 1 ¢;, tak p{ bc; %* . ]

Definicia 7.54. Nech f € Z[z] je polyném. Potom jeho obsah (angl. content) ¢(f) € Z
definujeme ako NSD jeho koeficientov.
Ak f € Q[z], potom In € N: nf € Z[z]|. Potom c(f) := @ € Q.

Poznamka. Primitivny polyném je teda polyném, ktorého obsah je 1.

Veta 7.55 (Jednoznaény rozklad na sicin obsahu a primitivneho polynému). Nech f €

Q[z], f #0. Potom existuji jednoznacné c(f) € Q, p(f) primitivny tak, Ze f = c(f)p(f).
Dang p(f) obuykle volime s kladnym vedicim koeficientom, inak ndsobime (—1).

Dékaz. FEzistencia: 7 Definicie 7.54 obsahu. (Polyném vyndsobim NSN menovatelov
zlomkov a vyjmem NSD novych koeficientov.)

Jednoznacnost: Musime ukazat, ze ak primitivny polyném p(f) vyndsobime nejakym
%, kde p,q € 7Z su nesudelitelné, tak dostaneme primitivny polyném jedine vtedy, ak
% = #£1. Nech teda p(f) = a,z™ + - - - + ag. Potom ¢ deli vSetky jeho koeficienty. Kedze
p(f) je primitivny, tak ¢ = £1. Potom ;- prim. = prim., teda p = £1. ]

Priklad 7.56. —1022 + 5z + 5 = (—=5) - (22% —z — 1).

Priklad 7.57. 3a° 4+ 12? + 22 + 1 = §(22° + 212 + 122 + 6).

1
6
7.7.2 Ireducibilita

Tvrdenie 7.58. Vsetky linedrne polynomy v Z[z| si ireducibilné nad Z.

Tvrdenie 7.59. Vsetky primitivne polyndmy v Z[z| si ireducibilné nad Z.
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Veta 7.60 (Gauss). f € Z[x] je ireducibilng nad Z, prive ked je ireducibilng nad Q.

Dokaz. ,, <= “: Zrejmé. , = “: f je ireducibilny nad Z. Da sa zapisat jedine v tvare
f=c(f)p(f), kde c(f) € Z. Predpokladajme pre spor, ze f = gh, kde g, h si nekonstantné

nad Q. Teda f = c(g)p(g)c(h)p(h) = c(g)c(h)p(g)p(h), kde c(g)c(h) € Z a p(g)p(h) je
primitivny polyném. O]

Veta 7.61 (Eisensteinovo kritérium). Nech f = a,a™+-- -+ ag € Z[x] je polyndém stupria
n > 0. Ak existuje prvocisio p také, Ze p | ag, ..., an_1, 1 ayn a p* 1 ag, tak f je ireducibilng
nad Z [2, 11.8.8].

Tvrdenie 7.62. Nech f € Z[z]. Potom f(x) je ireducibilng, prdve ked f(z + a) je
ireducibilng. (Posun o konstantu a € 7.)

Tvrdenie 7.63. Vn € N: ezistuje polynom f € Z,|x] stupria n ireducibilng nad Z.

7.7.3 Hladanie korenov
Veta 7.64 (Rational root theorem). Nech f = a,z™ + -+ a1z + ag € Z[zx], kde a,, # 0.
Nech = € Q je taky koren polynému f, Ze (r,s) = 1. Potom r | ag a s | ay,.

Dékaz. KedZe ~ je koren, f (g) = a, (z)n + -+ 4+ ap = 0. Vynasobenim s" dostaneme:

A" + @y 17" s + -+ -+ aps™ = 0. Modulo r mame: aps” =0 (mod r). Kedze (r,s) = 1,
dostavame 7 | ag. Analogicky modulo s dostdvame s | a,,. ]

Désledok 7.65. Nech f = aya™ + -+ + ayx + ag € Z[z], kde a,, # 0.
e Ak jer € Z koreriom polynomu f, tak r | ag. (Dokaz: s =1.)
o Ak je f normovany, tak kazdy jeho raciondlny koren je celé cislo. (Dokaz: 1| a, = 1.)

Veta 7.66. Nech f = a,2" +- - +a1x+ag € Z[z], kde a, # 0. Nech © € Q je taky koren
polynému f, Ze (r,s) = 1. Potom ¥z € Z: (r — sz) | f(2).

Dokaz. Polyném f, ktory ma koreil £ sa da zapisat v tvare f = (z — %)g. Vyndsobenim
s dostaneme: sf = (sz — r)g. Podla Vety 7.55: sc(f)p(f) = c(g)(sx — r)p(g). Potom
sc(f) € Z, p(f) je primitivny a tiez (sz — r)p(g) je primitivny, lebo je suc¢inom dvoch
primitivnych, takze c¢(g) € Z. Teda (sx —r) € Z[z], preto mozeme dosadit z za x do
vztahu sf = (sx —r)g vyssie. Dostaneme gf(z) = (sz —1r)g(r), kde (sz —r) deli f(z). O

7.8 Cvicenia

1. Uréte vietky korene polynému ¥ + 22% + 27 + 225 + 525 — 32 + 222 + 32 + 1 nad
(Z7,+, ) (skratene nepiSeme napr. [2];2%).

2. Urcte vietky korene polynému z3 — 222 + 4z + 1 nad (Zz, +, -).
3. Najdite vsetky ireducibilné polynémy nad Z, stupna najviac 4.

4. Uréte vietky korene polynému 1228 —1627 —2525+752° — 7224 — 12923+ 7522 +402—20
nad (Z,+, ) a najdite jeho rozklad nad Z,Q, R, C.
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5. Najdite rozklad polynému x® + 62° + 15z* + 2023 4 1222 — 4 nad Z,Q, R, C.

6. Najdite NSD polynémov f = 2%+ 25 +22* — 23 — 2 +2, g =22* + 23 + 422 — 2+ 2
nad Zs a urcite koeficienty v Bezoutovej rovnosti.

7. Najdite NSD f = 2*+1,9 = 2° + 1 nad R a ur¢ite koeficienty v Bezoutovej rovnosti.

8. Dokézte, ze polyném f = 3z* — 122° + 1622 — 42 + 3 je ireducibilny nad Q.

7.9 Navody k rieseniu cviceni

L. [1]z, [4]7, [5]7, [5]7, [5]7, [6]7-

2. Rozklad: (z + 3)(2? + 2z + 5), koreii [4]7.

3. Jeich &z, o+1, 22+x+1, 22 +2+1, 22+22+1, 2 +22+22+2+1, 2*+
241, zt+a+1

4. -1,2,3,4, -2

e Nad Z: (z+ 1)(x — 2)(2z — 1)(2x — 1)(3z + 2)(2® + 5)
« Nad Q: 12(z + 1)(z — 2)(z — 3)(z — 3)(z + 3)(a® + 5)
« Nad R: 12(z + 1)(z — 2)(z — 3)(z — 3) (@ + 2)(z + V/B)(2* — aV/5 + V/25)
e Nad C: 12(z + 1)(z = 2)(z — D)z - D)@+ )@+ VB)(z £ (5 + ?z)\g/ﬁ)

5. Odstranime raciondlne korene: nema. Odstranime nasobné korene: NSD(f, ') =
T+ 22 +2=g, ;5= —1=%1 st dvojndsobné v f. Potom f/(g-g) = 2* + 2z — 1,
Ts56 = -1+ \/§

e Nad C: (z +1+i) 2z +1—0)2(z+14+V2)(x+1—+2)
e Nad R: (22 +22+2)%(x + 1+ V2)(z +1—/2)
e Nad Q, Z: (2 + 22 + 2)*(2* + 22 — 1)

6. (f,g)=2*+2—-3=f(—x—1)+ g(32% + 22 + 22 — 3).

1 _ fxl4atl a3 +afz—1
7’ (fag)_l_f 2 +g -2 .

8. Taylorov rozvoj v 1:

3 —12 16 —4 3

113 -9 7 3 6
113 -6 1 4
113 -3 =2

113 0

113

Potom f = 3(z — 1)* — 2(x — 1) + 4(x — 1) + 6 spliia Eisensteina pre p = 2.
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Kapitola 8: Okruhy dalej

8.1 Idealy

Definicia 8.1. Nech R je okruh. Neprazdna podmnozina I C R sa nazyva idedl v okruhu
R, ak plati:

1. aka,be I, tak a+b € I;
2. akael,re Rtaka-r,r-acl.

Poznamka. Mnoziny {0}, R st tzv. nevlastné idealy v lubovolnom okruhu R. Iné idedly
ako tieto dva nazyvame vlastné.

Lemma 8.2. Nech I je idedl okruhu R. Potom I je podgrupa komutativnej grupy (R,+).

Dékaz. 1dedl je z definicie uzavreny na s¢itanie. Dalej I # 0, takze existuje a € I. Potom

0O=a-0€l. Tiez —a=a-(—-1) €l O
Lemma 8.3. Nech I je idedl okruhu R. Potom 1 € I, prave ked [ = R.
Dékaz. Ak 1 €I, taka=a-1 € I pre lubovolné a € R. O]

Veta 8.4. Nech R je netrividlny komutativny okruh. Potom R je teleso, prive ked R md
len nevlastné idedly.

Dékaz. ,, = “: Nech I je idedl telesa R. Ak I # {0}, tak existuje 0 # a € I, takze
l=a-a"! €l Podla Lemmy 8.3 I = R.

, <= “: Nech R je je netrividlny komutativny okruh, ktory nema vlastné idealy. Nech
0 # a € R. Potom tento prvok generuje cely idedl, t. j. (a) = R. Z Lemmy 8.3 plynie, ze
(a) = R, prave ked 1 € (a), t. j. prave ked a | 1. To ale znamend, Ze a je jednotkou okruhu
R. Teda R je teleso. O

8.2 Faktorové okruhy

Definicia 8.5. Nech I je ideal okruhu R.
Pripomenme z 4.46: G/H = {aH | a € G}, kde aH = {ah | h € H}.
Definujme mnozinu R/I ={a+1|a€ R}, kdea+I={a+i]|ie I}

Veta 8.6. Pripomenime z 4.58: (G/H,-) je komutativna grupa (tzv. faktorovd).
Na ziklade Lemmy 8.2 vieme zostrojit komutativnu faktorovi grupu (R/I,+).

Veta 8.7. Nech I je idedlom okruhu (R,+,-) a proky a+ I,b+ I patria do R/I. Potom
predpis (a+1)-(b+ 1) = (ab) + I korektne definuje operdciu na mnozine R/I a (R/I,+,")
bude okruhom.

Dékaz. Korektnost: Nech a+1=c+1,b+1=d+ I. Chceme (ab) + I = (cd) + 1. Ak
a+I=c+ 1, taka—celatiezakb+I=d+1I,takb—d e I. Chceme ab—cd € I.
Vezmime ab — ¢d = ab+ ad — ad — c¢d = a(b — d) + d(a — ¢) € I. Potom a(b—d) € I,
dla—c) el

Asociativita: ((a+1)-(b+1))-(c+1I)=((ab)+1I)-(c+1I)= ((ab)c)+ [ =abc+ 1 a
tiez (a+1)-((b+1)-(c+1))=...

Neutrdlny prvok: 14+ 1,1ebo [ -(a+I)=(1+1)-(a+1)=a+I=(a+1)-I.

Distributivita: . .. O
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Definicia 8.8. (R/I,+,") je faktorovy okruh okruhu (R, +,-) podla jeho idedlu I.

Veta 8.9. Nech [ je idedlom okruhu (R,+,-). Potom projekcia p: R — R/I definovand
vztahom a — a + I je surjektivny homomorfizmus okruhov. (Analdgia 4.59.)

Dokaz. 7 dokazu Vety 4.59 plynie, Ze p je surjektivne zobrazenie, ktoré zachovava operaciu
+. Dalej Va,b € R: p(ab) = (ab) + I a tiez p(a) - p(b) = (a+ 1) - (b+1) = (ab) + I, takze p
zachovéva aj operdciu -. Nakoniec p(1) = 1 + I je jednotkovym prvkom okruhu R/I. [

Definicia 8.10. Nech R je teleso a f = a,2™ + -+ + a9 € R[] ireducibilny polyném
stupnia n. Idedl (f) = {gf | g € R[x]} je tzv. hlavny idedl generovany polynémom f.

Veta 8.11. V struktire R[z|/(f) = {9+ (f) | g € R[z]} plati: g+ (f) = h+ (f), prdve
ked g —h € (f).

Dokaz. Rlz]/(f) ={g+(f) | g € Rlz]} = {9+ (f) | st g <st f}. Teda g—h € (f), prve
ked f | (g — h), t. j. ked g, h dévaji po deleni f rovnaky zvysok. O

Désledok 8.12. V struktire R[z]/(f) = {9+ (f) | g € R[z]} su rézne zapisané prvky
rozne. (Vo vseobecnom R/I = {a+ 1 | a € R} mozu rozne a dat rovnaké a+ 1.)

Veta 8.13. Nech mnozina R[x|/(f) je v ,prirodzenej“ bijekcii a s R™, kde ag + a1x +
st ap 2™ e (ag,ar, .. an-1), kde n = st(f). Potom (R[x]/(f),+,") = (R", ®,®).

Dokaz. Aby sa bijekcia stala izomorfizmom, musime ukazat, ze operacie @, ® sa v sku-
tocnosti rovnaké ako +, - v okruhu R[z]/(f).

Vezmime iny polyném by + bz + - - - + b,_12" 1. Potom operdcia @ bude s¢itanie po
ZlOikéCh, t. J (ao, ai, ... ,an_l) D (bo, bl, c ,bn_l) = (ao + bo, ay + bl, N ¢ o | + bn—l)-

Operacia ® bude definovana: (ag, ai,...,a,-1) ® (b, b1, ..., by_1) = (co,C1, ., Cn1),
kde cp + 1@ + -+ + ¢cp_12™ 1 je zvySok po deleni polynému (ag + ayx + - -+ + a,_12"1) -
(bo + b1z + -+ - + by_12™ ") polynémom 1. (Nemdzeme len tak ndsobit, lebo by sme skocili
do prilis vysokych stupnov.) O
Désledok 8.14. Pruky telesa R[x]/(f) a polynomy r € R|x| stupria mensieho nez n si
vzdjomne jednoznacne odpovedaji. Potom proky telesa T' mozZeme stotoznit s odpovedajicimi
polyndmami, t. j. poloZit R[z]/(f) = {r € R[x] | st(r) < n}.

Priklad 8.15. Teleso (R[z]/(z?41),+, -) je zloZené z polynémov tvaru a+bx, kde a,b € R.
Sé¢itanie je po zlozkich: (a + bx) + (¢ + dz) = (a + ¢) + (b + d)z a nasobenie je definované
takto: (a + bx) - (¢ + dx) = ac + adx + bex + bdw? = bd{z2+1 + ac — bd + (ad + be)x.
Ak polyném a + bx povazujeme za komplexné ¢islo a + bi, potom dostavame elegantn
definiciu (C, +,-) := (R[z]/(z* + 1), +, ).
Bijekcia a: (R[z]/(2? +1),+,-) = (R?,+,-) je tvaru a + bx — (a,b).

Veta 8.16. Zobrazenie v: a — a+ (f) je prosty morfizmus (R,+,-) do (R[z]/(f),+,").
Dokaz. t(a+b)=(a+b)+(f)=a+ (f)+b+(f) =tla)+(b) atiez (1) =14 (f). O

Dosledok 8.17. Nech n = st(f) v (R[z]/(f),+,-). Polyném ag+ ayx + -+ +a, 12" ' €
R[z] je morfizmom v zobrazeny na polyném (ag+ (f)) + (a1 + (f))y+- -+ (an_1+ (f))y" ",
kdey = ((f), 14+ (f),(f),...). Dosadenim x + (f) do y dostaneme nulu, teda (f).
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Veta 8.18. Nech (R, +,-) je teleso, f,g € R[z|. Potom g+ (f) # 0 = (f) md inverziu,
prdave ked (g, f) = 1.

Dokaz. ,, = “: Ak g+ (f) m4 inverziu, tak 3h € R[z]: (¢ + (f)) - (h+ (f)) = 1+ (f),
teda gh+ (f) =14 (f), teda f | (gh — 1), teda fk = gh — 1. Keby (g, f) = e > 1, tak by
el f,g, tedael|l3. Teda (g, f) = 1.

, < “: Podla Bezouta Ju,v € R[z]: ug +vf = 1. Potom (u+ (f)) - (g + (f)) =
L—uf+(f), teda ug+ (f) = (f), kde u + (f) je inverziou g + (f). O

Désledok 8.19. Nech (R,+,-) je teleso, f € Rlx] je nekonstantny polyném. Potom
(R[z]/(f),+,") je teleso, prave ked f je ireducibilng nad R.

8.3 Rozsirenia telies

Definicia 8.20. Nech T je teleso a R podokruh v T taky, ze a~! € R pre kazdé nenulové
a € R. Potom R je podteleso v T, resp. T je rozsirenim R.

Poznamka. Ak je R podtelesom v T, tak R je teleso.

Definicia 8.21. Nech T je rozsirenim telesa R. Prvok a € T nazyvame algebraicky nad
R, ak existuje nenulovy polyném f € R[z] tak, ze a je jeho korenom. V opa¢nom pripade
hovorime, Ze a je transcendentny nad R.

Poznamka. Ak explicitne neuvedieme dané telesa, pod pojmom algebraicky myslime
prvok a € C nad Q.

Priklad 8.22. Je a = V2 + /3 algebraické cislo? Ano, pretoZe a® = 5 + 216, teda
24 = a® — 10a + 25, teda a je korefiom polynému z? — 10z + 1 € Q[z].

Veta 8.23. Nech (T, +,-) je rozsirenim telesa (R, +,-), a € T je algebraicky nad R. Potom

a je koreriom prdve jedného normovaného ireducibilného polyndmu f € R|x]. Navyse plati,
Ze a je koreriom polynému h € Rlx|, prave ked f | h.

Dokaz. Nech f je polyném najmensieho stupna medzi vSetkymi normovanymi polynémami
z R[z], ktoré maju a za koren. Ukazeme, ze [ je ireducibilny nad R.

Existencia f: Zrejme f nie je konstantny — normovany konstantny polyném je 1 a ten
nema a za koren. Nech f = gh, kde g,h € R[z]. Potom 0 = f(a) = g(a)h(a). Kedze T je
teleso, tak bud g(a) = 0, alebo h(a) = 0. Teda bud st(g) = st(f), alebo st(h) = st(f), takze
jeden z polynémov g, h je konstantny. (BUNV st(f) < st(g)A st(f) > st(g) = f =g,
potom h je konstantny.)

f | h: Nech h € R[z|, h(a) = 0. Potom dq,r € R[z] také, Ze st(r) < st(f) ah =qf +7.
Kedze r(a) = h(a) —q(a) f(a) = 0 a f md najmensi stupen medzi nenulovymi polynémami
s koreriom a, plati r = 0. Teda f | h.

Jednoznacnost f: Nech f' € R[z] je taky normovany polyném, ze Vh € R[z] plati:
h(a) =0 <= f'| h. Potom f"| fa f| f, takze f = f’, lebo oba st normované. ]

Definicia 8.24. Polyném f z predoslej Vety sa nazyva minimdlny polynom prvku a nad
R.

Priklad 8.25. Nad C: en = cosZ + i- sin®X je korefiom polynému z™ — 1 (hladanie /).
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Veta 8.26 (Delo II). Pripomernime Vetu Delo (4.68) pre grupy (multiplikativna):
e Nech zobrazenie a: (G,-) — (H,-) je surjektivny homomorfizmus grip.
e Potom Ker(a) ={a € G| a(a) =1} je normdlna podgrupa v (G,-).
e Dalej B: aKer(a) — a(a) je surjektivny morfizmus (G,-)/Ker(a) na (H,-).
Pre okruhy je Veta Delo aditivna:
e Nech zobrazenie a: (R, +,-) — (S, +,-) je surjektivny homomorfizmus okruhov.
e Potom Ker(a) ={a € R| a(a) =0} je podokruh v (R,+,-).

e Dalej B: a+ Ker(a) — afa) je surjektivny morfizmus (R, +,-)/Ker(a) na (S, +,-).

G %{ H R %, S
a > zzKer(a)l /,//aKer(a) — a(a) a a+Ker(a)l /,/’/ a+Ker(a) — a(a)
G/Ker(a) R/Ker(a)

Definicia 8.27. Nech (R, +,-) je podtelesom telesa (7', +,-), a € T. Potom:

 R[a] := najmensi podokruh telesa T' obsahujiici (= generovany) mnozin(o)u RU {a};

Rla] = {f(a) | f € Rlz]}.

« R(a) := najmensie podteleso telesa T' obsahujice (= generované) mnozin(o)u RU{a};

(
R(a) = {L% | f.g € R[], 9 # 0},

g(a)

Definicia 8.28. Rozsirenie T telesa R sa nazyva jednoduché, ak existuje prvok a € T
algebraicky nad R taky, ze T' = R(a).

Veta 8.29. Nech R je teleso. Potom T je jednoduché rozsirenie R, prave ked T = R[z]/(f),
kde f € Rx] je ireducibilny [2, 11.11.12].
Dalej 1,a,...,a" ", kde n < st(f) je bdza T/R.

Dékaz. ,, = “: Pouzijeme Vetu Delo pre okruhy (8.26). Idea:

« Uvazujeme surjektivny homomorfizmus «: R[z] — T = R|a], kde g — g(a).
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o Ker(a)={g € R[z]|a(g) =0} = (f), kde f je minimélny polyném prvku a nad
R.

o Dalej B: a+ (f) = a(a) je surjektivny morfizmus R[z]/(f) na R[a]. Ukdzeme, Ze sa
jedna o izomorfizmus telies.

Nech T je jednoduché rozsirenie telesa R, ktoré vzniklo pridanim algebraického prvku
a € T. Existuje [ = k2™ + -+ kix+ ko € R[z| tak, ze 0 = f(a) = kya™ + - - - + k1a + k.

Z toho kp,a™ = —kp,_1a" ' — ... — kya — ko, teda
a”:—@an_l—...—ﬁa—@. (*)
Ky, kn  kn
Potom a™ je linearnou kombindciou baze 1,a,...,a" !. Nezavislost baze: nech ag +

oo+ kyp_1a™ ! = 0, niektoré k; # 0. Potom a je koretiom polynému stupiia < n — 1.

, <= “ Ak je f € R[z] ireducibilny nad R, tak z 8.14 vieme, ze T = R|x]/(f) je
rozsirenie telesa R a ze plati T' = Rla]. Kedze R[a] C R(a), tak T = R(a), takze T je
jednoduché rozsirenie telesa R. O

Dosledok 8.30. Ak T je rozsirenie telesa R a prvok a € T je algebraicky nad R, tak
R(a) = Rla] = R[z]/(f).

Priklad 8.31. Ak T je rozsirenie telesa R, tak (T, +, ) je vektorovy priestor nad (R, +, ).
(T, +) je komutativna grupa a nasobenie vektoru skaldrom je dané zobrazenim -: R x T —
T, (a,a) — aa.

Dalej dim T'/R < oo, prave ked T/ R je kone¢né rozsirenie (to neplati napr. pri C/Q).
Ak T = R|a], tak 1,q,...,a™ ! je bdzou vektorového priestoru 7.

8.4 Lemmy o rozsireni telies

Lemma 1. Ak T je rozsirenim R a f € Rx| je ireducibilng nad R, tak f md v T koren.

Lemma 2. Nech (R,+,-) je teleso, f € R[x] nekonstantny. Potom existuje rozsirenie T
telesa R také, Ze f je ako polyndm nad T sicin linedrnych polyndmov z T'[z].

Dékaz. Indukciou k n = st(f). Baza: n = 1, polozime T' = R. IP: veta plati pre lubovolné
R, f, kde st(f) < n. IK: nech f je polyném nad R stupna n. Potom sa da rozlozit na
stic¢in normovanych ireducibilnych polynémov, f = ap; ... pg, kde a € R. Potom existuje
rozsirenie W := R[z]/(py) telesa T také, ze ¢ je koren f, v W. Teda 3¢ € W{z]: pp =
(x — ¢)q. Potom f =ap;y...pr_1(x — c)q.

PoloZzme g = aqpy . .. pr_1. Kedze st(g) = n — 1, podla IP existuje rozsirenie T telesa
W také, ze g = a(x — ¢1) ... (x — ¢,—1) je sucin linedrnych polynémov nad 7. Teda T
je rozsirenim telesa R a f = a(z —c¢)(x — ¢1) ... (¢ — ¢,—1) je sucin linedrnych poly. z
T[x]. O

Definicia 8.32. Rozsirenie T'/R je algebraické, ak kazdy a € T je algebraicky nad R.
Definicia 8.33. Dimenziu rozsirenia 7'/ R nazyvame stupen (dim T/R = st T/R).

Lemma 3. Ak je rozsirenie T/ R jednoduché, tak je konecné.
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Lemma 4. Ak je rozsirenie T/R konecné, tak je algebraické.

Dékaz. Mame st T/R = n € N. Pre a € T st 1,a,...,a" linedrne zavislé. Existuje
bo, ..., b, € R (niektoré nenulové) tak, ze by+bia+- - -+b,a" = 0, teda a je algebraické. [

Lemma 5. Ak su T/S, S/R konecné, tak T/R je konecné.

Dékaz. Mame st T/S =m € N, st S/R =n € N. Nech mnozina {by,...,b, | b; € S} je
bazou T'/S a{a1,...,a, | a; € R} je bazou S/R. Potom mnozina {a;b; | i=1,...,m,j =
1,...,n} vSetkych linedrnych kombindcii bazovych prvkov T//S,S/R je bazou T/R. [

Lemma 6. Ak si T/S, S/R algebraické, tak T'/R je algebraické.

Dékaz. Nech a € T je algebraicky. Potom 30 # f € S[z|: f(a) = 0. Nech f = b,a" +
<o+ + bix + by, kde b; € S, b, # 0. Potom postupnym pridavanim algebraickych prvkov do
struktiry 7'/ R dostéavame (... ((R(b))(b1) ... (by)))(a). O

Lemma 7. Ak a,b € T si algebraické nad R, tak a+b,a-b,a™' (pre a # 0) si algebraické.
Inak povedané, scitanie a nadsobenie algebraickych cisel da algebraické cislo.

Dékaz. R(a)/R je koneéné podla Lemmy 3. Takisto (R(a))(b)/R(a). Dalej R(a,b)/R je
kone¢né podla Lemmy 5. Vysledok z Lemmy 4. O

Lemma 8. Pre teleso R existuje také jeho rozsirenie T', kde ma koren lubovolny nekon-
stantny polynom.

Lemma 9. Existuje algebraicky uzavrené rozsirenie T telesa R.

Dokaz. Existuje postupnost R = Ry C Ry C Ry C ..., kde R,,11 je také rozsirenie R, ze
kazdy nekonstantny polyném nad R,, ma koren v R, 1. Potom T":= ;2. m

Lemma 10. Ezistuje algebraicky uzavrené rozsirenie T telesa R, ktoré je algebraické.

Dékaz. Nech R je struktura vSetkych algebraickych prvkov nad R. Vezmime nejaky
nekonstantny polyném f = a,z"+---+ay € R[z| a nejaky prvok a € T. Ak bude korefiom
nejakého f, tak je algebraicky nad R. To plati, lebo R(aq,...,a,,a)/T je algebraické. [

Priklad 8.34. Napr. C/R: k R sme pridali i a vSetky prvky boli zrazu algebraické (kazdy
polyném mal koren).

8.5 Konecné telesa

Nasledujuce vety st z [2, 11.12].

Veta 8.35. Kazdé konecné teleso charakteristiky p je jednoduchym rozsirenim telesa Z,.
Veta 8.36. KazZdé konecné teleso charakteristiky p ma pocet prvkov mocninu prvocisla p.
Veta 8.37. Nech p je prvocislo, n € N. Potom ezxistuje teleso R o p™ prvkoch.
Désledok 8.38. R = Z,[z|/(f), kde f € Zy[z] je ireducibilné v Z, a st(f) = n.
Désledok 8.39. V Z,[z] existuji ireducibilné polyndmy lubovolného stupria.

Veta 8.40. Lubovolné dve konecné telesda o rovnakom pocte prvkov si izomorfné.
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8.6 Cvicenia
1. Néajdite inverziu prvku g + (f) v okruhu Q[z]/(f), kde g = 2* + 1.

2. Nech a je koretiom polynému f = 22 + 222+ 2. Vyjadrite bez a v menovateli.

3. Néjdite minimalny polyném &isla /2 + /2.

4. Néajdite minimélny polyném éisla ¢(6) = /1.

2+ +1

5. Néjdite minimélny polyném éisla ¢(p) = ¥/1, kde p je prvoéislo.
6. Uréite stupen rozsirenia C(a) (= stupen min. polynému) nad R.

7. Najdite rozkladové teleso polynému z® — 2 nad Q a uréite jeho st. rozsirenia nad Q.

8.7 Navody k rieseniu cviceni

1. (f)=A{gf | g€ Qx]}. Potom g+ (f) = h+(f), prave ked g, h maji rovnaky zvysok
po deleni f, t. j. ked f | g — h.

gh+(f) = (g+ ()(h+(f) =1+ (f), teda h = Z5F2=L 4 (),

2. KedZe f je ireducibilny nad Q (Eisensteinovo kritérium), tak Q[z]/(f) = telesu
Q(a) ={aa®+ba+c|a,b,c € Q} (st(f)—1). Izomorfizmus je dany x + (23 + 22 +
2) = a, kde (2> +x+ 1+ (f)"" € Qlz]/(f).
Bezout: 1 = f(%x + %) +(z?+ 2+ 1)(—*95 — *95 + )
Potom (:1:2 +r+14(f)"=—222-3z+1+(f) € Qa]/(f)
Teda a2+a+1 =—20>-2a+1.

3. 2= \/2+ V2, teda (22 — 2)3 = 2, teda 2° — 62* + 1222 — 10 = 0. Tento polyném
mé dany koren a je ireducibilny nad Q (Eisenstein), teda je minimalny.

1 _ V3.

4. 2% =1, teda 2° — 1 = 0, nie je ireduc. Potom (s = e3’ = 1 + @i; G=35—1%

GHG=1 (=) —G) =@ —o+ i+ =a—atl

5. 2 — 1= (z 1)(:51’_1 +2P2 + ..+ 1z + 1). Musime dokézat, Ze polyném ®,(z) =
L — gp=t P2 4. 4 241 je ireducibilny nad Q[z] pre vSetky prvoéisla p.
J y p y P p

z—1
Plati, ze f(z) je ireducibilny, prave ked f(x + k) je ireducibilny (k € Q).
(x+1)P—1
O (r41)= T2
p(z+1) r 11
k=0 (i)xp_k
x
)2+ @)+ )24+ (L) + (L) + () — 1
B x
=P P 4 pxp_s—{—...—i— b x +p.
2 p—2
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Tento polynom splita Eisensteinovo kritérium pre p.
Nazyva sa cyklotomicky, deli 7 — 1 a jeho korene st p-te odmocniny z 1.
Pre Tubovolné ¢, je stupen min. polynému ¢(n).

6. C m4 roziirenie stupiia 2 nad R; min. polyném i je 22 — 1.

7. Qz]/(f) = Q(«), kde « je korenom f, je rozkladové teleso, ktoré vznikne pridanim
vetkych koretiov polynému f. Korene z° — 2 st v/2,3/2 - (3, v/2 - (2.

Potom stupeii rozsirenia Q(a) = Q(¥/2,V/2 - (3, V2 - (2) = Q(vV/2,V2 - (3) =
Q(V2)(¢).

‘1 0 0 -2
Va1 vz v oo
2%+ 2z + /4 € Q({/2) mé koreti v/2 - (.
23— 1= (z—1)(z* + 2+ 1) je min. polyném (3 nad Q.

Kapitola 9: Syntakticky monoid

9.1 Tedria jazykov

Definicia 9.1. Nech A je neprazdna konecnd mnozina (tzv. abeceda). Potom A* =
{(a,...,a,) | n € Ny,ai,...,a, € A} je mnozina slov nad A.

Poznamka. Piseme struéne qj .. .a, namiesto (ai,...,a,). Slovo pre n = 0 znacime X a
hovorime mu prdzdne (v automatoch ¢).

Veta 9.2. Na mnoZine A* definujeme operdciu - (zretazenie) vztahom ay ...a, by ... by, =
aj...apby ... by pre ay, ... an, by, ... by. Potom (A* - \) je monoid (tzv. volny nad A).

Dokaz. Uzavretost, asociativita je zrejma; A\ je neutralny prvok. O
Definicia 9.3. Jazyk nad abecedou A je lubovolnd podmnozina mnoziny A*.
Definicia 9.4. Siucin jazykov U,V je U -V ={u-v|ue Uwv e V}.

Definicia 9.5. Iterdcia jazyka U je U* = {uy ... u, | n € No,us,...,u, € U}.
Poznamka. Jazyk pre n = 0 zna¢ime () a hovorime mu prdzdny. Plati, ze (0* = {\}.

Definicia 9.6. Jazyk L C A* sa nazyva reguldrny, ak vznikol z () a prvkov mnoziny A
pouzitim kone¢ne mnoho aplikécii operacii *, -, U (binarne zjednotenie).
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9.2 Automaty
Definicia 9.7. Deterministicky koneény automat M je pética (Q, A, -, qo, F), kde:
e ( je neprazdna konec¢na mnozina stavov,
o A je neprazdna konefnd mnozina vstupnych symbolov (vstupna abeceda),
e -0 @ x A— @ je parcidlna prechodova funkcia, kde (¢,a) — q - a,
e o € () je pociatoény stav,
e F C (@ je mnozina koncovych (akceptujicich) stavov.
Definicia 9.8. Kazdé slovo u € A* definuje transforméaciu [u]: Q@ — @, kde ¢ — ¢ - u.
« Zobrazenie [a] pre a € A je uz definované,
* ¢ A=gq,
e ¢-(ua)=(q-u)-a preqe Q,uc A* ac A.

Definicia 9.9. Monoid ({[u] | u € A*},-), kde [u] - [v] = [uv] sa nazyva transformacny
monoid automatu M.

Definicia 9.10. L(M) ={u € A* | qo - u € F'} je jazyk prijimany automatom M.
Definicia 9.11. Automat je minimdlny, ak plati:
(i) {qo-u|ue A*} = Q (z pociatoéného stavu sa viem dostat do vSetkych dalsich);

(ii)) Vp,q € Q:Yu € A*: (pu € F < qu € F) = p = q (ak sa zo stavov p, ¢
dostanem do koncového, nebudem medzi nimi rozliSovat).

9.3 Kongruencie na pologrupach

Definicia 9.12. Kongruencia pologrupy (S,-) je relacia ekvivalencie ~ na mnozine S,
ktord splna: Va,b,c,d € S: a ~ b,c ~d = ac ~ bd. (Definicia je vhodna pre dokazy.)

Lemma 9.13. Namiesto podmienky vyssie staci:Va,b,c € S: a ~b, = ac ~ bc, ca ~ cb.
(Vhodnejsie pre vijpocty — mdme menej premenniych. )

Dokaz. , = “: Staci d := c a potom a :=c¢,b:=c,c:=a,d :=b.
., <= “:7Z ac ~ bc,bc ~ bd tranzitivne ac ~ bd. O

Priklad 9.14. Priklad kongruencie na grupe (Z,+): a = b (mod n).
Priklad 9.15. Priklad kongruencie na monoide (Z,-): a = b (mod n).

Veta 9.16. Nech a~:={be€ S|b~a} prea € S anech S/~ :={a~|a € S} je rozklad
na S. Na mnozine S/~ definujeme operdciu - vztahom a~ - b~ = (a - b)~. Potom (S,-)/~
je pologrupa (tzv. faktorovd).

Dokaz. Uzavretost, asociativita je zrejma.
Ak (S, -, e) je monoid, tak e~ je neutrdlny prvok v (S, e)/~. O
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9.4 Syntaktické struktary

Definicia 9.17. Jazyk L C A* definuje na mnozine A* reldciu ~p vztahom
u ~y, v, prave ked Vs, t € A*: sut € L <= suvt € L.

Relaciu ~ nazyvame syntaktickd kongruencia.
Lemma 9.18. Syntaktickd kongruencia je reldcia ekvivalencie a je to kongruencia.

Dokaz. Reflexivita: u ~p u. Symetria: u ~, v = v ~p u. Tranzitivita: u ~p v, v ~p,
W = u~pWw.

Kongruencia: Ak u,v,w € A*, tak chceme, aby u ~y v dalo uw ~j vw; podobne
wu ~, wv. Nech s,t € A*. Potom suwt € L < svwt € L. n

Definicia 9.19. Reldcia ~, je kongruencia monoidu (A*,-). Prislusny faktorovy monoid
nazyvame syntakticky monoid jazyka L a znac¢ime ho (O(L),-) := A*/~p.

Poznamka. O(L) znamena “ordered”.

Definicia 9.20. Na mnozine O(L) definujeme relaciu usporiadania < vztahom
u~y <p v~yp, prave ked Vs,t € A*: svt € L = sut € L.

Veta 9.21. Nech minimdlny automat M = (Q, A, -, qo, F) prijima jozyk L = L(M).
Syntakticky monoid jazyka L je izomorfny s transformacnym monoidom automatu M.

Dékaz. Definujme zobrazenie ¢ medzi syntaktickym monoidom O(L) a transforma¢nym
monoidom T'(M) nasledovne: ¢: O(L) — T(M), kde u~y — [u]. (Pre jednoduchost
budeme namiesto u~y, pisat len u~.)

o Homomorfizmus: p(u~ - v~) = p(uv~) = [uv], a aj p(u~) - p(v~) = [u] - [v].
 Surjektivita: mam zadany obraz [u] a chcem najst jeho vzor — to je u~.

o Injektivita a korektnost vyplynu z dékazu tvrdenia: Vu,v € A*: u~v <= [u] =
[v].
Korektnost (v smere = ) znamena, ze ak u ~ v, teda u~ = v~, teda jeden prvok
je zapisany dvoma spdsobmi, tak potom dostanem rovnaky obraz [u] = [v].

Injektivita vyplynie v smere <.

Dokazme teda ekvivalenciu vyssie. Lava strana u ~ v je ekvivalentnd tvrdeniu
Vp,q € A*: pug € L <= pvqg € L.

Vp,q € A*:pug € L <= pvq € L, t. .

Vp,q € A% qo-puq € F <= qo-pvq € F, t. j. podla (ii) z Def. 9.11
Vpe A™: qo - pu = qo - pu, t. j. u, v transformuju rovnako
Vp € A*: (qop)[u] = (qop)[p], t. j. podla (i) z Def. 9.11

Vg € Q: qlu] = q[v], t. j.
[u] = [v].
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Veta 9.22. Pre jazyk L C A* je ekvivalentné:
1. L je requldarny;
2. L je prijimany konecnym automatom;,
3. O(L) je konecnd mnoZina.

Doékaz. 2. = 3.: Dany automat je kone¢nad mnozina. Minimalizujeme ho. Transforméaciou
konec¢nej mnoziny vznikne kone¢na mnozina O(L).

3. = 2.: Definujme zobrazenie o: A* — O(L) tak, ze o: u — u~. Potom o je
surjektivny homomorfizmus: o(uv) = (uv)~, o(u) - o(v) = u~ - v~.

Zostrojime automat M = (Q, A, -, qo, F') prijimajuci jazyk L:

. Q=0(L),

o A=A,

e PreqeQ,acAjeq-a=q-o(a),
* qo:=1,

e g€ F — qeo(l).

Potomu € L(M) <= 1-ueT,t.j.1-0(u) € o(L), t.j. o(u) € o(L), t.j. u € L.
Ukazeme, ze v ramci A* neexistuje trieda slov, kde nieco € L a nieco ¢ L.
L je zjednotenim ~-tried. Potom v ~ v, v € L da v € L. Vezmi p = q = 1. O

Doésledok 9.23. Pre requldrne jazyky nad mnoZinou A ndm Veta 9.21 ddva algoritmus
pre vypocet syntaktzckych monoidov. UvazZujeme postupne transformdcie mnozZiny ) dané
slovami v poradi ich dlZok, pricom slovd rovnakej dlzky preberdme v lexikografickom
usporiadani. Dostavame tak prezentdciu syntaktického monoidu.

Priklad 9.24. Lexikografické usporiadanie pre A = {a, b} je A, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab,
aba, abb, baa, bab, bba, bbb, aaaa, aaab, . . .

Priklad 9.25. Transforma¢ny monoid minimalneho automatu

ma prvky  u pqo0l
1 pq01

b
@0 a | qo0o01
b 0101
a’| 0001
b ab| 1 00 1

a,b
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Postupne si vypisujem riadky vo vojenskom usporiadani (1, a, b, aa,ab, . ..) a divam
sa, ¢i sa neopakuji. Napr. b = ba = bb alebo aa = aaa = aab.

Ked mame tabulku, zistime, ze hrozné slovo ako abbaabab transformuje rovnako ako
ab.

Dalej syntakticky monoid jazyka prijfmaného tymto automatom mé prezentéciu
O(L) = (a,b | ba = b,b? = b,a® = a*,a*b = a?).

(Iné uz netreba, napr. aba je zbytocéné, lebo ba = b, teda aba = ab a to uz mam.)

9.5 Regularne vyrazy
Definicia 9.26. Mnozina RE(A) regularnych vjrazov nad abecedou A je definovana:
1. 0 =0,e = 1,a pre kazdé a € A st (zdkladné) reguldrne vyrazy nad A.

2. Ak E,F € RE(A),staj (E-F),(FE+F)a (E*) regularne vyrazy nad A. Zatvorky
je mozné vypustit s tym, ze najvacsiu prioritu ma *, potom - a potom +.

3. Kazdy regularny vyraz vznikne po konec¢nom pocte aplikacii krokov 1 a 2.
Poznamka. Regularny vyraz je teda mnozina {0, 1,a € A} uzavretd na operécie x, -, +.

Definicia 9.27. Kazdy E € RE(A) popisuje jazyk L(F) nad A podla pravidiel:

« L) = {e}, « L(E-F)=L(E)- L(F),
. L) =9, . L(E+F)=L(E)UL(F),
e L(a) = {a} pre kazdé a € A, o« L(E*)=L(E)".

Definicia 9.28. Zovseobecneny RV je mnozina {0,1,a € A} uzavretd na operacie -, +,N,’.
Tato mnozinu nad abecedou A znac¢ime GRE(A).

Definicia 9.29. Nech E € GRE(A) je zovseobecneny RE. Jazyk L(E) nazyvame star-free.

Priklad 9.30. Mame abecedu A = {a,b}. Jazyk L = (ab)* je star-free, pretoze je mozné
ho zadat zovseobecnenym RV (bez operécie *) nasledovne:

L =1+ ((bA") N (A*) N (A*aaA*) N (A*BDA®)),

kde A* = 0. (Slovo z L nesmie zacinat b-ckom, nesmie koncit a-ckom a nesmie mat dve
rovnaké pismend bezprostredne za sebou.)

9.6 Vlastnosti jazykov
Definicia 9.31. Podslovo je Tubovolnd podéast (nie nutne postupnost) iného slova.
Priklad 9.32. Slovo cd je podslovom slova cxydz.

Veta 9.33 (Higman, Conway, Nash-Williams). Lubovolnd nekoneénd mnozina slov nad
konecnou abecedou A obsahuje dve rozne slovd u, v tak, Ze u < v je podslovo.
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Dokaz. Bonus. .. O

Definicia 9.34. Jazyk L C A* sa nazyva ,,%“, ked je koneénym zjednotenim konecénych
prienikov jazykov tvaru A*a; A* ... A*apA*, kde k € Ny beha. Do zadanych jazykov patri

prave to, ¢o ma za podslovo aias. .. a.

Definicia 9.35. Jazyk L C A* sa nazyva ,level 1%, ked je konecnym zjednotenim

konec¢nych prienikov jazykov tvaru A*a;A*... A*a, A* a ich komplementov, kde k € Ny
beha.

Veta 9.36. Jazyk L C A* je ,,% “ prave ked je neutralny prvok jeho syntaktického monoidu
najvacsim prokom usporiadanej mnoziny (O(L), <).

Dékaz. ,, = “: Vezmime L = A*ay A* ... A*arA* (pozor na to, Ze ay,...,a; nemusia
byt nutne po dvoch rézne). Plati, Ze pre p,q,u € A*: pg € L — puq € L, t. j.
Yu € A*: u~ = 1~. Tato podmienka plati pre nase jazyky tvaru L, ale musi aj pre ich
konec¢né prieniky a zjednotenia. Ale zjednotenia jazykov nasho typu budu zjavne opét
jazyky néasho typu. Pre prieniky stac¢i prepisat jazyk s pouzitim zjednoteni (pozri Priklad
9.38).

, < “: Nech p,q,u € A*. Potom pqg € L = puq € L. Nech M = {uy,...,u;}
je mnozina vsetkych min. prvkov z L vzhladom k usporiadaniu < (,byt podslovom®).
Podla 9.33: u; = a;...ay4,, kde ¢ = 1,... k. Potom L = A*aA*...ay,A*U--- U
A*aklA* . ailkA*. L]

Definicia 9.37. The shuffle of two words is a finite set of words obtainable from merging
the words x and y from left to right, but choosing the next symbol arbitrarily from x or y.

Priklad 9.38. A = {a,b}, L = A*aA*aA*bA* N A*bA*aA*. Ako L vyjadrit v tvare ,,%“?
Vezmi z prvého x = aab a z druhého y = ba. Shuffle je mnozina {aaba, ababa, abaab, abab,
baaba, baaab, baab} slov, ktoré st podslovom v prvej aj druhej ¢asti jazyka L. Unikdtne
st ale len 1., 4. a 7. slovo, pretoze 2. a 5. implikuje 1., 3. implikuje 4. a 6. implikuje 7.

Vysledok: L = A*aA*aA*bA*aA* U A*aA*bA*a A*bA* U A*bA*aA*a A*bA*.

Veta 9.39 (Simon). Jazyk L C A* je ,level 1%, prave ked je jeho syntakticky monoid
J -trividlny, t. j. ked plati uJv — u =wv.

Veta 9.40 (Schiitzenberger). Jazyk L C A* je star-free, prdve ked jeho syntakticky monoid
obsahugje len trividlne podgrupy.

9.7 Cvicenia

1. Urcte syntakticky monoid jazyka prijimaného nasledujicim automatom:

a a a, b, c
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2. Urcte syntakticky monoid jazyka prijimaného nasledujicim automatom:

OO

9.8 Navody k rieseniu cviceni

1. Prislusny reguldrny vyraz je a* - (¢ + ba*c) - (a + b+ ¢)*.

Transformac¢ny monoid:
1 2 3 4

3

1
2
c |4 4
bb|3 3
4 3

cc

4

w w W

2 3 4

4
4
4
4

a= M\, cb=c, cc=c, bbb = bb, bbc = bb.

Zadanie syntaktického monoidu tabulkou:

Al b | c|bb|bc
Al A D] c|bb]|be
b | b |bb|bc|bb|bb
clclclc|lc|c
bb | bb | bb | bb | bb | bb
bc | be | be | be | be | be

Vznikne tak 5-prvkovy monoid, kde platia relacie:

Green: £ = {{1},{b}, {c,bb,bc}} = T = D, R = {{1}, {b}. {c}, {bb}, {bc}} = .
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Vznikne tak 12-prvkovy monoid, kde platia relacie:

a® = a?,
a’b = a?,
aba = a?,
ba? = a?,
b=,
ab’a = a,
b2ab?® = b?.

Aplikécia transformécii je sprava, napr. t,, = t, o tp.

Teda napr. b%ab o a = b*aba = b*a® = ba® = a>.

Zadanie monoidu tabulkou:
e | a | b |a®|ab| ba| bb b2ab
€
a
b
blab | b?ab | a® | b | a® | a® | b*a | V? b2ab

(Za kompletni tabulku je len o par bodov viac ako
ked vyplnis par riadkov.)

Tym, Ze stav 4 je peklo sa pre aa d4 pridat pravidlo a> = 0. Potom vSetko, ¢o
obsahuje a? tiez skon¢i v pekle. Tento zapis s 0 uSetri nejaké reldcie. Podet prvkov

monoidu sa nezmeni, len namiesto a? budeme pisat 0.
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